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Les  deux  transformations  ici  envisagées  sont  celles  sont  M.  L. 
Braude  s'est  récemmente  occupé  en  ce  récueil(4). 

La   première   est   ainsi   définie   (fig.    1):   de   chaque  point   M 
d' une  courbe  T  on  abaisse  les  per- 
pendiculaires  MP   et   MQ  sui    les    Y 
axes   rectangulaires   Ox   et    Oy; 
la  droite  PQ  a  pour  enveloppe  la     ? 
courbe  T'  transformée  de  T. 

On  peut  se  pr.oposer  de  trou- 
ver  le  point  M'  ou  la  droite  PQ  q 
touche  son  enveloppe  F'.  J'ai, 
il  y  a  longtenips  (2),  donné  une 
solution  purement  géométrique 
de  ce  problème  que  je  vais 
reproduire  ici.  Je  ferai  ensuite 
connaitre  une  solution  égale- 
ment    géométrique    du    mème 


Fig.  1 


problème  pour  la   seconde  transforniation  étudiée  dans  la  note 
citée. 

Soient  S  et  T  les  points  ou  la  tangente  en  M  h  la  courbe  T 
rencontre  les  axes  Ox  et  Oy.  Si  l'on  represente  par  í/(M),  r/(P) 
et  d(Q)  les  éléments  infiniment  petits  décríts  simultanément  par 


(i)  Vol.  viu,  1913,  p.  29. 

(2)  Journal  de  Mathématiqves  Spécialcs,  4.e  série,  t.  v,  1886,  p.  255. 


les  points  M,  P  et  Q  sur  leurs  trajectoires  I\  Ox  et  Oz/,  on  a, 
par  la  formule  bien  connue  de  NEWTON, 

d(M)       MS         fí{P)        PM.  PO         </(Q)        QT 
~7^P) ~=  =  PS"1      r/(Qj=    QM.QO'      rf(BI)  ~  MT' 

d'oú,  en  multipliant  membre  a  membre, 

MS.  PM.  PO.  QT 


=  1 


ou 


Or, 


PS.QM.QO.MT 

MS.M'P.PO.QT 
MT.MQ.PS.QO 


PO        MT  QT        MT 

et     ->— = 


II  vient  donc 


PS         MS  QO        MS* 

M'P        MS 

M'Q  ~~  "W 

ee  qui  peut  s'énoncer  ainsi:  le  point  M'  divise  le  segment  PQ  de 
la  tangente  a  la  courbe  V  comme  le  point  M  divise  le  segment  ST 
de  la  tangente  a  la  courbe  T . 

Pour  déduire  de  là  une  construction  du  point  M',  on  peut 
remarquer  qu'il  resulte  du  théorème  précédent  que  la  droite 
OM'  passe  par  le  point  de  r encontre  I  des  droites  SQ  et  PT. 

En  effet,  soit,  pour  le  moment,  M'i  le  point  de  rencontre  des 
droites  OI  et  PQ;  nous  allons  voir  qu'il  coincide  avec  le  point  M', 
c'est-à-dire  qu'il  divise  PQ  comme  M  divise  ST. 

Pour  cela,  considérons  le  triangle  PQT  coupé  par  la  trans- 
versale  OM'I.  II  nous  dorme 

MiP.OQ.IT 

m,q.otTíp  ~ 

De  méme,  le  triangle  OPT  coupé  par  la  transversale  STQ  donne 

IP.QT.SO 
IT.QO.SP  ~ 

Muhiplions  (es  deux  égalités  membre  a  membre;  il  vient 

M  ,P.QT.SO 

M  jQ.ÕT.SP  ="~ 


Or,  on  a 
Par  suite, 


QT        MT 
ÕT"=   ~sT 


et 


ou 


SO 

sp" 


M'iP.MT 
MiQ.SM 

M4P        MS 
M'iQ  ~~  MT ' 


ST 
SM" 


c.  q.  f.  d 


II 


Lautre  transformation  ici  considérée  est  ainsi  définie  (fig.  2): 
par  le  pied  H  de  la  perpen- 
diculaive  abaissée  du  point  M 
de  la  courbe  T  sur  la  droite  A, 
on  ??i ene  la  parallèle  a  la  tan- 
gente MT  a  la  courbe  Y ;  Ven- 
veloppe  V  de  cette  droite  HM' 
est  la  transfoimée  de  r('1). 

Appelons  M'  le  point  oíi 
la  droite  HM'  touche  son 
envoloppe  V .  Si  d(M)  et 
d  (H)  sont  les  éléments  in- 
finiment  petits  décrits  si- 
multanément  par  les  points 
M  et  H  sur  leurs  trajectoi- 
res  r  et  A,  on  a,  puisque 
MH  est  de  direction   fixe,  Fig.  2 

d(M)       MT 
d(H)  ~  HT# 

Mais   si  |jl  est  le  centre  de  courbure  répondant  au  point  M 
et  0  1'angle  de  MT  avec  A,  on  a 

</(M)  =  M|x.</0. 


(l)  La  courbe  V  est  alors  pour  la  courbe  V  ce  que  j'ai  appelé  naguère 
une  adjoiute  infinitésimale.  (Nouv.  Anu.  de  Math  ,  3.e  série,  t.  xix,  1900, 
p.  219). 


D'autre  part,  la  droite  Mil,  normale  à  la  trajectoire  A  du 
point  H  coupant  en  I  la  normale  en  M'  à  1'enveloppe  T'  de  HM', 
on  a,  par  une  formule  bien  comine  dúe  à  Mannheim, 

d  (H)  =  Hl.  dO. 

II  vient  donc 

M|jl       MT 

~hT~~  W' 

d'ou  l'on  conclut  que  les  triangles  rectangles  Mij.T  et  H1T  sont 
semblables  et,  par  suite,  les  aneles  M;j.T  et  HIT  égaux.  Autre- 
ment  dit:  le  quadrilalère  TMjxl  est  inscriptible.  De  là,  la  eons- 
truction  du  point  M':  le  cercle  circonscrit  au  triangle  reclangle  TMjjl 
rencunt/ant  la  droite  MH  au  point  I,  le  point  M'  est  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissie  de  ce  point  I  sur  la  parallele  a  MT  menée 
par  le  point  H. 

Si.  j.ar  le  point  II,  on  iiiène  la  parallele  HM"  à  la  normale  Mu 
en  M,  le  point  I  est  le  centre  instantané  de  rotation  de  langle 
droil  MI1.M  ,  et  le  point  M;/  oú  HM  '  touche  son  enveloppe  T"  est 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I  sur  cetle  droite. 

Lorsque  la  courbe  F  est  un  cercle  dont  le  centre  |i  se  trouve 
-ih  la  droit  A,  ou  voit  immédiatement  que  la  courbe  T"  est 
1'hypocyclolde  ;t  quatre  rebroussements  enveloppe  d'un  seg- 
ment  de  droite  de  longueur  égale  au  rayon  du  cercle  dont  lés 
eitrémites  décrivent  la  droite  A  et  la  perpendiculaire  à  cette 
droite  élevée  par  le  point  jí,  et  on  a,  dans  ce  cas  une  vérifica- 
tion  evidente  de  la  eonstruetion  donnée  ci-dessus  du  point  M", 
le  point  I  étanl  alors  le  point  du  cercle  T  symétrique  du  point  M 
par  rapporl  au  diamètre  A. 

<v)uant  à  la  courbe  V,  elle  est  alors  cette  courbe  particulière 
a  quatre  rebroussements  dont  nous  avons  jadis  étudié  en  détail 
les  propriétés(4). 

En  revanche,  un  exemple  particulier  comme  celui-ci  met 
immédiatemenl  en  évidence  1'inexactitude  de  la  eonstruetion 
indiquéc  par  M.  BKAUDE  pour  le  point  que  nous  appelons  ici  M'. 

Cel  auieur  a\ant  elabli  la  formule  qui  s'écrit  avec  nos  nota- 
tiona 

MM' =  Usino  cos  6 

a  cru  pouvoir  en   eonelure  que  le  point  M'  se  confondait  avec 
la  projection  sur  HM'  de  la  projection  de  ;•   sur  A.    Son  erreur 


Cl  Nouv.  Am,,  de  Aíatk.f  3.«  Bérie,  t.  m,  1884,  pp.  556  à  561. 


provient  de  ce  qu'avec  la  déíínition  de  l'angle  6  (appelé  cp  dans 
sa  note)  il  faut  écrire 

HM'  =  — Rsin0eos0, 

ce  qui  montre  que  le  pohil  M'  est  le  symétrique  par  rapport  a  H 
de  la  projeclion  sur  UM'  de  la  projeclion  de  |x  sur  A. 

Verifier  1'identité  des  points  M'  obtenus  soit  par  cette  cons- 
truction,  soit  par  la  precedente,  peut  fournir  la  matière  d'un 
exercice  de  géométrie  élémentaire. 


SOPRA  UNA  TRASFORMAZIONE  DOPPIA  DEL  TERZ  ORDINE 


Dl 
VlRGINIO    ReTÁLI 


Le  trasformazioni  piane  doppie  dei  terz'ordine  e  genere  zero 
non  hanno  dato  argomento  a  ricerche  speciali.  Nella  clássica 
Memoria  dei  De-Paolis  (*).  come  applicazione  di  teoremi  piíi 
venera  li,  sono  trattati,  ai  §  4,  oltre  il  caso  in  cui  i  punti  fonda- 
mentali  sono  presi  in  situazione  generale,  anche  quelli  in  cui  la 
trasformazione  involutoria  congiunta  è  dei  terzo  o  dei  second'or- 
dine,  ma  i  punti  fondamentali  sono  sempre  supposti  distinti;  in 
questa  Nota,  alia  quale  ha  dato  occasione  una  Quistione  pro- 
posta  dal  Sig.  GAEDECKE  (2),  io  considero  una  trasformazione 
cubica  doppia  nella  quale  due  punti  semplici  fondamentali  sono 
infinitamente  vicini  ai  punto  doppio,  e  ne  faceio  qualche  appli- 
cazione alio  studio  di  cubiche,  quarliche  e  sestiche  aventi  un 
nome. 

# 

%-  * 


1.  Assumendo  O  per  origine  delle  cordinate  rettangolari  sia 
\  .  v)  la  projezione  dei  piede  P  delFordinata  dei  punto 
\i  ;  /,  ■  sul  raggio  vettore  OAi,  e  A  (a;,  y)  il  punto  simétrico 
di  P  rispetto  ad  A  :  la  trasformazione  (Ai,  A')  è  birazionale  dei 
terz'ordine  e  le  sue  formule  sono  (3) 

,  |  ,  y.  ,J:  |  =ÇJ .  glq  .  1-2  +  ni 

(2)  l  : 1) :  1  =  v)  (as"  +  J/'2) :  y'  (x11  +  y") :  x'* ; 


i1)  Ir  trasformazioni  piane  doppie.  (Atti  delia  r.  Accademia  dei  Lincei. 
Berie  3.",  vól.  i,  L887). 

i-i  Ma'!»',;,,  serie  !   .  t.  ii,  1912,  p.  134. 

V«   1'iimi.  ma  trasformazione   Cremoniana   dei  terz'ordine 

{M.  /'.  .1.,,  t.  ii.  num.  8  9,  an.  1902). 
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quella  (Ai,  A)  (*)  è  invece  puré  dei  terz'ordiue  ma  doppia  e  di 
género  zero:  se  A2  è  l'intersezione  delia  retta  |  AAi  |  con  la  per- 
pendieolare  in  O  a  |  O  Ai  |,  ai  punto  A  corrisponde  la  coppia  di 
punti  AiA-2.  Dalle  relazioni  evidenti  íc  +  Ç  =  2íc',  y  =  2y',  avuto 
riguardo  alie  (1)  abbiamo: 


(3)     x:y.\=l(?--;?):V^  :?-  +  ■<?, 

formule  con  le  quali  si  passa  dal  piano  dop- 
pio  (A)  ai  piano  semplice;  se  ne  deduce 


\x  -f-  Y]  y  =  ç-  =  cc2  -f-  y 


A> 

A 

^~J 

X 

3 

Á 

0          p 

e  quindi 


Fig.  1 


:  7j  :  1  =  7/  vx^  -f-  y2, :  (íc2  ~j-  3/2  —  X  y  a?2  -f  ?/2)  :  y, 


formule  delia  trasformazione  inversa,  dalle  quali  risulta  che  il 
luogo  dei  punti  A  eui  correspondono  eoppie  di  punti  coinei- 
denti,  vale  a  dire  la  curva  limite  (Uebergangscurve  di  Glebsch) 
si  riduce  ai  cerchio  infinitesimo  a?2-f-  z/2  =  0.  La  rete 

/*=  ux  -\~  vy  -f-  1  =  1 

delle  rette  dei  piano  doppio  si  trasforma  in  quella  di  cubiche 
razionali 


w 


$'  =  u%  ($2  -  vj2)  +  2t#7]  +  S2  +  vj2  =  0 


aventi  alTorigine  un  punto  doppio  fisso,  con  le  medesime  tan- 
genti  (isotrope),  un' a  sinto  to  parallelo  ai  Passe  delle  y  e  gli  altri 
due  paralleli  alie  bisettrici  degli  angoli  forma  ti  dalla  retta  /con 
1'asse  delle  x.  <!>'  taglia  /"negli  stessi  punti  ove  essa  è  incontrata 
dalla  sua  cónica  congiunla  (V.  n.  6)  cioè  sulTasse  delle  x  e  nei 
due  punti  corrispondenti  alia  projezione  normale  di  O  sopra  /'; 
le  tangenti  a  4>'  in  questi  due  punti  sono  normali  alPasse 
delle  x. 

Le  parallele  a  OX  son  trasformate  nelle  cubiche  misle 


e  1  cerei 


2^2Y]  +  S2  +  7j2  =  0, 
z?  4  y^  -\-  ax  =  0, 


(!)   Cfr.  Maíhésis,  t.  xxxn,  p.  134,  quest.  1843  (GUedecke). 


12 
nelle  strofoidi  rette 

si  rítrova  cosi,  mediante  la  trasforniazione  doppia  dei  terz'or- 
dine,  la  piú  antica  costruzione  nota  delia  strofoide  retia  (4): 
due  punti  delia  curva  allineali  col  fuoco  singolare  F,  sono  dun- 
que, non  soltanto  eonjugati  annonici  rispetto  ai  punto-circolo  O 
c  ai  punti  F,  A  (cioè  non  solo  congiunti  in  una  trasforniazione 
doppia  dei  seconcTordine)  (2)  ma  anehe  in  quella  dei  lerz'ordine 
ora  considerata. 

Nella  trasformazione  generale  doppia  dei  terz'ordine  e  genere 
zero,  le  cubiche  delia  rete  hanno  fissi  un  punto  doppio  e  tre 
punti  sem p liei  in  posizione  generale;  nel  caso  attuale  due  di 
questi  ultimi  tre  punti  sono  infinitamente  vicini  ai  punto  doppio 
sui  due  ranii  delia  cubica.  Punti  fondamentali  dei  piano  sem- 
plice  sono  dunque:  O,  doppio,  il  punto  alTinfinito  delFasse 
delle  x  e  i  due  infinitamente  vicini  a  O  sulle  rette  isotrope;  i 
tre  ultimi  semplici. 

Le  coppie  di  punti  congiunti,  essendo  projettate  dal  punto 
doppio  secondo  una  involuzione  I  di  angoli  ret ti,  formano  so- 
pra <!>'  una  involuzione  quadrática,  e  i  raggi  doppi  di  I,  vale  a 
dire  le  rette  isotrope  uscenti  da  O,  sono  le  tangenti  a  <£>'  in  questo 
punto:  dunque  le  coppie  di  punti  congiunti  for  mano  su  (I>/  l'in- 
voluzione  assoluta ;  in  altre  parole:  due  punti  congiunti  sono 
anche  conjuga  ti,  hanno  il  medesimo  tangenziale.  Linviluppo 
delia  retia  che  unisce  due  punti  congiunti,  ossia  la  parábola  che 
ha  O  per  fuoco  e  /"per  tangente  ai  vértice,  è  dunque  la  Cay- 
levana  di  <!>'  e  tocca  la  cubica  in  tre  punti  reali  tali  che  le  tan- 
genti  in  essi  tagliano  ulteriormente  í>'  nei  suoi  punti  d  inflessione. 
Possiamo  dunque  enunciare  «l  punti  congiunti  dei  tre  flessi 
di  <l»  sono  i  punti  di  conta t to  delia  curva  con  Ia  parábola  che 
ha  O  per  fuoco  e  /per  tangente  ai  vértice». 

2.  Alie  rette 

£'^  +  ^+1=0 

dei  piano  sem  pi  ice,  corrisponde  la  serie  di  cubiche  razionali 

(6)  [(a2  -  b'2)  y-M{ax+\)](x*  +  y'*)-y  =  Q 


V.  <;<•:.  -  Teixeira,   Traítè  des  courbes  spéciales  remarqualles,  t.  i, 

(2)  Cfr.   la  mia  Nota  ,S'///  sn<,geftn  di  ricerche.  N.  xvi  in  M.  P.  A.,  t.  l, 
p.  l«iT,  an.  1901. 
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tangenti  alTasse  delle  x  in  O;  questo  punto  ne  è  fuoco  singo- 
lare  e  quindi  le  <t>  sono  slrofoidi.  E  puré  facile  verificare  che  g' 
taglia  lasse  delle  x  nel  tangenziale  di  O  e  che  il  punto  doppio 
di  4>  è  la  projezione  normale  di  O  su  g1.  A  retie  paiallele 
ad  OX  corrispondono  stro- 
foidi  retle ;  a  quelle  perpen- 
dicolari  a  OX,  cerchi  di  cen- 
tro O  tangenti  alie  rette  mede- 
sime.  Dalla  (6)  abbiamo  puré 
che  l'asintoto  reale  di  <j>  è  la 
retta  simétrica  a  OX  rispetto 
a  g'.  Osservando  che  $  può 
considerarsi  come  luogo  dei 
punti  di  contatto  delíe  tan- 
genti condotte  da  O  ai  cerchi 
tangenti  a  OX  e  coi  centri 
sopra  g\  se  ne   conclude   che 

la  trasformazione  (AjA)  delia  retta  g'  equivale  alia  costruzione 
stereometrica  delia  strofoide  obliqua  trovata  prima  dal  Casali 
e  piú  tardi  dal  Quetelet  (*). 


Fig.  3 


3.  Se  una  strofoide  <í>  passa  pel  punto  A,  la  retta  corrispon- 
dente  g1  passa  per  uno  dei  due  punti  congiunti  Ai,  Ag;  ma  il 
punto  doppio  di  <í>  è  la  projezione  di  O  su  g',  dunque  «il  luogo 
dei  punti  doppi  delle  $  passanti  per  un  punto  A,  è  formato 
dai  due  cerchi  passanti  per  A  e  descritti  sui  diametri  OAj,  OA2 
«Yi  sono  dunque  quattro  strofoidi  cj>  che  passano  per  un  punto 
dato  e  hanno  il  nodo  sopra  una  retta  data  (2). 

Se  una  curva  C  è  inviluppo  delia  retta  g\  la  sua  trasfor- 
mata  C  è  1'inviluppo  delia  strofoide  $  e  quindi,  il  luogo  dei 
punti  doppi  di  queste  cubiche  è  la  pedale  di  C  rispetto  ai 
polo  O.  Quando  G;  è  algébrica  d'ordine  n  e  in  situa/ione  ge- 
nerale  rispetto  agli  elementi  fondamentali,  C  è  d^rdine  Zn  e 
tocca  con  n  rami  1'asse  delle  x  in  O,  e  le  rette  isotrope  uscenti 
da  O  nei  punti  ciclici. 

Prendendo  per  C  l'ellisse 


0) 


b*Z*  +  ahf-a*b*  =  Ot 


{l)  V.  Gomes  Teixeira,  op.  cit ,  pp.  42-45,  e  Loria,  Spezielle  ébene  Knr- 
ven,  t.  1,  pp.  59  63. 

(2)  Cfr.  De  Paolis,  Mem.  cit.,  n.  24. 
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mediante  le  formule  (4)  abbiamo : 

[ÒY («2  +  */2)  +  «2 (*  2  +  y*)  (2*  2  +  3/2) - a%*fj  =  \aW (as2  +  if)\ 

d'onde,  sviluppando,  sopprimendo prima  il  termine  4a4:e2(íc2-|-#2)3 
comune  ai  due  membri  e  poi  il  faltore  ?/2, 

che  rappresenta  una  sesliea  razionale  bitangente  alPellisse  sul 
grande  asse  ed  avente  tre  tacnodi:  uno  in  O  eon  la  tangente  OX 
e  due  nei  punti  ciclici;  tangenti  in  questi  ultimi  sono  le  rette 
isotrope  useenti  da  O  (l).  Possiamo  anche  considerare  la  stessa 
sestica  come  inviluppo  delle  strofoidi  ehe  banno  in  O  il  fuoco 
singolare,  toccano  OX  e  banno  il  punto  doppio  sulla  lemnis- 
cata  di  BOOTH  pedale  delTellisse  (7)  rispetto  ai  centro. 
Se  a  =  b  la  sestica  (8)  si  riduce  alia  rodonea  di  modulo  2 

0) 

(8)  p  =  asen— . 

I  cerchi 

sono  trasformati  nelle  sestiehe 

I ,.,.,•  |  y)*t'(a!»+J,í)_2<ia;+«*-,*]-4fly(«I*+y*)+(a*-7S)«^=0, 

c  se  essi  toccano  1  asse  delle  y,  nelle  cardioidi 

(ají  +  y*f  _  2ax  (a;2  +  ?/2)  -  ?Y  =  0 

aventi  la  cúspide  in  O;  queste  quarticbe  sono  le  pedali,  ris- 
petto  a  O,  dei  cerchio  cui  corrispondono,  come  è  evidente  geo- 
met  ricamente. 

4.  L/inviluppo  delia  retta  |  PA  |  è  la  pedale  negativa  di  O 
rispetto  ai  luogo  di  .V  e  potra  ottenersi  applicando  ai  luogo  (Ai), 
prima  la  trasformazione  birazionale  dei  terz'ordine  definita 
dalle  (2)  e  quindi  quella  antipedale,  le  cui  formule,  indicando 


(i)  Cfr.  Babisdw,  Mathésis,  an.  1912,  p.  136. 
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con  (tf,  v)  le  coordinate  pliickeriane  delia  retta  |  PA  |,  sono  (*) 
x'  :  y'  :  1  =  —  u  :  —  v  :  u2  +  v2. 

Ne    segue    che    se    /'(^^)  =  0    è    l'equazione    puntuale    di    una 
curva  (Ai),  quella  tangenziale  delTinviluppo  di  |  PA  |  è 


\      u  w  J 


AlPellisse  (7)  eorrisponde  dunque  la  curva  delia  quarta  classe  (2) 

(9)  ^H«V-«W  =  0, 

pedale  negativa  rispetto  ai  centro,  delia  sestica  razionale 

(bV  +  aY)  (x*  +  y2f  =  a^òV. 

La  trasformata  ortotangenziale  (3)  delia  sestica  (9)  ha  per  equa- 
zioni,  tangenziale  e  puntuale, 

2  2  2 

(bx)T+  (ay)T-(aò)~=  0 ; 
essa  è  dunque  1'evoluta  dellellisse  che  ha  i  semi-assi 

ati1  , ,  a% 


a'  = 


b'  = 


e,  scrivendone  1'equazione  in  fornia  razionale 

(W  +  «V  -  aWf  +  21aWx2f  =  0, 

si   vede   che   ha    le   cuspidi   nei    vertici   e   nei   punti  alPinfinito 
dell'ellisse  (7). 

Se  la  curva  (A|)  ò  il  eerehio 

£2  +  y]2_2tf£-f  «2-r2  =  0, 


(1)  V.  p.  es.  Loria,  op.  ci7.,  t.  u,  p.  312. 

(2)  Neuberg,  Mathésis,  an.  1912,  p.  139. 
O  V.  Retali,  Mathésis,  an.  1912,  p.  185. 


1G 
il  luogo  di  A'  è  la  sestica  (*) 

(a/2  +  y"2f  _  2fla.'3  (a/2  _f_  y'íj  _|_  («2  _  r2)  ^4  =  q, 

e  per  equazione  tangenziale  dell'inviluppo  delia  retta  |  PA  |  tro- 
viamo 

(fl8  _  r2)  w4  _|_  iau3  +  tts  _|_  „i  =  o ; 

se  il  cerehio  passa  per  Porigine,  1'inviluppo  eorrispondente  si 
riduce  all'ipocicloide  di  Steiner 

2«w3  +  w2  +  ^  =  0, 

risultato  che  poteva  prevedersi,  ricordando  che  1'ovoide 

(cc'2  +  y2)2-2rtíc'3  =  0 
è  la  pedale  delTipocicloide  di  Steinek  rispetto  alia  cúspide  O  (2). 

5.  Le  strofoidi  4>  che  hanno  i  loro  punti  doppi  sopra  una 
eurva  data  r  ,  corrispondono  alie  tangenti  delia  pedale  nega- 
tiva Q  di  r'  rispetto  ai  polo  O*,  1'inviluppo  delle  $  aventi  il 
nodo  sopra  una  curva  data  r'  è  dunque  la  curva  C  eorrispon- 
dente nel  piano  doppio  a  C'*,  se  r'  è  una  retta,  C  è  in  generale 
una  eurva  razionale  dei  sest'ordine  (3). 

È  noto  che,  mediante  una  trasfòrmazione  doppia  dei  terz'or- 
dine  e  genere  zero,  può  stabilirsi  una  corrispondenza  unívoca 
ira  i  punti  dei  piano  doppio  e  le  rette  che  uniscono  i  due  punti 
congiunti  corrispondenti  (*) :  nel  caso  attuale,  la  corrispondenza 
è  quella  stessa  delle  trasformazioni  pedale  ed  antipedale.  Ai 
punti  (<;,  r()  dei  piano  semplice,  considera  ti  come  centri  di  íasci 
di   puma  classe,   corrispondono  i  cerchi  aventi   per  diametri  i 

in< mi  che  ^rli  uniscono  ad  O;  alie  rette  dei  piano  doppio, 
considerale  «nine  punteggiate  di  primo  ordine,  corrispondono 
l(  parabole  che  hanno  quelle  rette  per  tangente  ai  vértice  e  il 
fllOCO   in   ( ). 

6.  Due  punti  congiunti  A4A2  sono  equidistanti  dalTasse  delle  y 
<•  conjugati   rispetto  ai  punto-circolo  O;   denotando  con  £•',  •/]' 


11)   V.  Kkiai.i.  Sopra  "na  trasform.  ecc,  n.  9. 

Ikixkika.  op.  rlt,  ]..  189  e  Loria,  loc.  cit.,  p.  174. 

(3)    V.   I»:     PàOLIB,  lar.  cit.}  p.  Õ.J5. 

I    V.  D    Paoub,  ibld. 
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le  coordinale  cli  A2  abbiamo  dunquc  ç-\-ç,'  =  0  e  VjTrç' =  çá,  ossia 


(9)  f  :  V  :  I  =  -  5 


formule  delia  trasformazione  còngiunta  che  è  involutoria  e  qua- 
drática. 

Se  as  è  il  simétrico  di  A|  rispetto  ad  O  i  punti  A-2,  v.-i  si  cor- 
rispondono  nella  inversione  di  Hiust  (*)  che  lia  Y00  per  polo  e 
per  cónica  doppia  il  punto  circolo  O;  le  tangenti  a  due  curve 
inverse  nei  punti  corrispondenti  Ag,  «->  si  tagliano  sulla  relta 
|  OA  |,  polare  dei  centro  dei  segmento  A^a^  rispetto  ai  punto- 
circolo,  e  quelle  condottc  in  Ai,  a>  alie  due  curve  simetriche, 
Sono  simetriche  rispetto  a  0,  dunque:  le  tangenti  a  due  curve 
congiuntc,  o  a  une  medesima  curva  còngiunta  a  sè  stessa,  in 
due  punti  congiunti  A1A2,  tagliano  la  retta  |  OA  |  in  due  punti 
equidislanti  da  O. 

7.  Abbiamo  visto  clie  la  curva  (A)  dei  piano  doppio,  corris- 
pondente  ai  cerchio  (Aj)  di  centro  O  è  la  rodonea  (8)  e  il 
Juogo  (A')  è  To  vale  doppio 

p  ==  a  cos2  (o ; 

possiamo  ora  aggiungere  cbe  il  luogo  (Ag)  è  il  Cappa 

0) 

v  1'inviluppo  delia  retta  |  A 1 A 2  j  è  la  Nefroide  di  Proctor  (2) 

Se  le  tangenti  ai  cerchio  (Ai)  nei  punti  Ai,  a%  lagliano  |  OA  |  iri 
Ao,  Aro  il  luogo  di  queste  intersezioni,  inversa  circolare  delia 
rodonea  e  polare  reciproca  delia  nefroide  rispetto  ai  cerchio  (Ai), 


f1)  Cfr.  in  Intérmêdiaire,  t.  xvi,  p.  275  Ia  mia  risposta  alia  Quest  356.1 
(Loria). 

(2)  Cfr.  Wieleitner,  loc.  til.,  p.  211  e  Teixkiea,  op.  cit.,  t  U,  ]).  170. 
Per  1'altra  scstica  denominata  Nefroide  di  Freeth}  V.  Lorta,  op.  cit.,  t.  i, 
p.  281.  Ho  dato  lo  formulo  delia  trasformazione  strofoidale  in  P.  AI.,  t.  xvi, 
p  222;  in  MafhésiS)  ;ui.  1(.)00,  p.  209  o  piò  recentemente  in  Iuttrmédiaire, 
an.  1910,  pp.  133-135. 

Vol.  ix  —  N.°  1  2 
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è  la  Trisecante  (*) 


(O 


p  sen  — 


=  a. 


e  la  retta  |  A-íA'0 1  è  tangente  ai  Cappa  in  A2.  Abbiamo  cosi, 
costruzioni  semplici  delia  Trisecante  cl i  Delanges  e  delia  ro- 
donèa  di  modulo  2,  per  punti;  delia  Nefroide  di  PROCTOB,  per 
tangenti,  e  delia  tangente  ai  Cappa  (f);  quesl'ultima  può  enun- 


Fig.  3 

ciarsi   brevemente  nel   modo   seguente:    La    tangente  ai   Cappa 
in  A)  e  quella  ai  cerchio  in  u*  si  tagliano  sulla  retta     OA  |. 

8-  Due  curve  congiunte,  ossia  corrispondenli  Tuna  alTaltra 
nclla  trasformazione  involutoría  (9),  banco  una  medesima  tras- 
formata  riel  piano  doppio:  cosi  alia  relia  iq  =  a  e  alia  parábola 
;-'  =  ari  corrisponde  la  stessa  strofoide  retta 


(l)  V.  Loria,   loc.  <-if ,   t.  t,   p    231  e  3G7;    Wieleitner,  Spezielle  ebene 
Kurven,  p.  81-83  e  211. 

Per   nitre    costruzioni    delia    tangente    alia   curva   di    Gutschoven, 
V,   Loeía,  loc.  cit,  pp.   19G-197:   Teixeira.  I02.  cit.,  p.  241  e  Wieleitner, 

•  -it  ,  p  399. 
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alia  relia  azj -\- Irr^  }-  I   c  alia  sua  cónica  eongiunla 

la  strofoide  (6);  alTellisse  (7)  e  alia  quartica 

ç*  (r/-c;-  -j-  6»-yj-)  =  a-b-rf 

la  niedesima  sestica  (7')  e,  se  a  =  õ, 
il    eerehio  $2-jvj2  =  «á   e   il   Cappa 

p  (?  +  ^  _  .v, 

ehe  sono  a  d  un  tempo  curve  con- 
giunte  e  curve  inverse  rispetto  ai 
punto-circolo  O,  sono  enlrambe 
trasíbrmata  nella  rodonea  (8). 

La  cissoide  reita  Fig.  4 

ha  per  curva  congiunta  il  cerchio 

^f  +  ^o, 

e  questo  spiega  perche  le  due  curve  hanno,  nel  piano  doppio, 
per  corrispondente  la  stessa  cardioide 

4  (cc2  +  y2)2  +  4  ax  (se*  +  y2)  -  ah/  =--  0. 

La  strofoide  retta 

S(S2  +  ^)  +  «(S2-^2)  =  o 

è  congiunta  a  sè  stessa  e  si  trasforma 


nel    cerchio 


x<2  ~r  3/2  +  fíX  =  0 


Fig.  5 


dei  piano  doppio,  contato  okie  volte. 
Abbiamo  cosi  per  le  due  cubiche  ora  indicale,  costruzioni  seni- 
plici  delia  tangente  che,  conservando  le  solite  nolazioni,  pos- 
sono  enunciarsi: 

a)  La  tangente  in  Ai  alia  Cissoide  relia  laglia  O  A  nel  punto 
simétrico  ad  A  rispetto  ad  O. 
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b)  Le  langenti  alia  slrofoide  retta  in  due  punli  allincati  col 
vértice  (fuoco  singolare)  e  la  tangente  in  A  ai  cerchio  (A),  con- 
conrono  sulla  normale  condotta  in  O  ad  |  OA  |  e  tagliano  quesla 
rei  ta  in  due  punti  equidistanti  da  O. 

Per  la  strofoide  obliqua,  abbiamo : 

c)  Le  langenti  in  due  punli  A1A2  allienati  col  fuoco  F  e  la 
tangente  in  A  (conjuga lo  armonieo  di  F  rispetto  ad  AjAg)  ai 
cerchio  (OAF),  concorrono  in  un  punto  delia  normale  condotta 
ad  |  OA  |  in  0(*). 

Mil  ano,  marzo  1913. 


11)  I  punti  A,.\,  delia  strofoide  obliqua  allineati  col  fuoco  singolare, 
sono  congiunti  in  una  trasformazione  doppia  dei  second'ordine  che  ha  il 
l"1"!."  cireolo  0  per  curva  limite  e  curva  doppia,  ma  non  sono  tali  per 
quella  dei  terzn  ordine  e  género  zero.  (Cfr.  la  mia  quisr.  271  in  Proqréso 
MaU     .  .in    1899,  p  96). 


SUR  QUELQUES  GÉNÉRAUSATIONS 
D  UNE  TRANSFORMATION  DE  M.  E.  KOESTLIN 


PAR 


L.  Bkaude 

à  Bierstadt-Wiesbaden 


1.  Dans  sa  tbèse  remarquable  et  dans  quelqucs  articles  (*), 
M.  E.  Koestlin  a  iraité  une  interprétation  interessante  de  1'équa- 
tion  intrinsèque 

(«)  /"(«.?)=■  o 

d'une  courbe  plane  entre  Tare  s  et  la  déviation  cp  de  la  tan- 
gente. II  rega  rd e  s  comme  segment  sur  Taxe  de  x  de  la  tan- 
gente d'une  courbe  A  et  cp  comme  déviation  de  la  tangente  T ; 
A  est  donc  1'enveloppe  des  droites,  représentées  par 

(2)  x  cos  cp  -\-  y  sin  cp  —  s  cos  cp  =  0, 

elle  est  nommée  V  ar  cuide  de  la  courbe  (1). 

En  chcrchant  toutes  les  arcuides  des  courbes  congruentes 

(3)  *  -  ?0  +  fí») 

ou  cp0  est  une  constante  arbitraire,  on  les  aura  par  une  seule,  en 
appliquant  sur  celle-ci  la  transforma tion  (2)  de  JM.  E.  Koestlin. 


(!)  Voir  la  thcse :  Ueber  eine  Dcutnng  der  Gleichung,  die  zwischen  dem 
Bogen  einer  Kurve  und  der  Neigung  der  Tangente  im  Endpunkte  des  Bogens 
bc.steht,  Tubinguc,  1907 ;  Malhematisch-naturwissenschaftliche  Mitieilvngen 
Wiírttemberg  (2),  (vm),  1906,  pp.  72  99;  (2),  ix,  1907,  pp.  21-30;  H,  \Yie- 
lkitner,  Spezielle  ebene  Kiiruen,  Sammlnng  Schubert  «Verlag  Goeschen», 
Leipzig,  1907,  pp.  373-392. 

(2)  Voir  E   Koestlin,  Math.  nat.  Mitt.  Wiirtíbg   (2),  vnr,  190G,  loc.  cit.  ; 

H.   WlELEITNER,   loC.  Clt.,  p.  377. 
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(  est à-dire  en  menant  par  le  pòint  P  (a1  =  s,  y  =  0)  une  droite 
ga  qui  forme  avec  la  tangente  (2)  1'angle  eonstant  cpo  et  en 
cherchant  1'enveloppe  Ai  de  toutes  les  droites  ga. 

2.  Dans  un  article  (*)  paru  dans  Y  Archiv  der  Malhemalik  und 
Physik  nous  avons  traité  une  généralisalion  de  cette  transfor- 
mation,  en  divisant  le  segment  de  la  langent  T  d' une  courbe  I\ 
compris  entre  le  point  de  cunlacl  et  Vaxe  des  x  dans  un  rapport 
eonstant  et  en  vienant  par  le  point  diviseur  une  droite  T,  ou 
l'an°le  de  T  et  T'  est  eonstant.  L'enveloppe  A'  de  T  a  plusieurs 
propriétés  remarquables,  que  plus  tard  nous  mentionnerons. 

3.  Dabord  nous  allons  généraliser  Pareuide,  de  mê  me  que 
nous  avons  traité  la  courbe  de  MANNHEJM  (2). 

Soient  C  et  C  deux  courbes,  dont  les  équations  intrinsèques 
soient : 

(í)  (C)R  =  />)    (C')p  =  F(s). 

Si  P  sur  C  et  P'  sur  C  sont  des  poinls,  correspondant  a  la  même 
valeur  de  s,  nous  tnenons  par  P  une  droite  g  paraUcle  a  la  tan- 
gente de  P';  nuus  appellerons  lenveloppe  A~~(C,  C)  ú' ar  cuide  de  C 
par  rapport  à  C»  ou  (d  ar  cuide  générale»  de  CJ. 

En  appliquant  la  tbéorie  des  coordonnées  intrinsèques  (^3), 
Péquation  de  g  dans  le  système  (tangente,  normale)  de  P  est  : 

(5)  f(xt  ij,  s)  =  ^j-x\!é^  =  i) 

ou 


(')  1-  Bbàude,  1'ihrr  einige  Yrrallgemciu  erwigen  des  B  cg  ri  fies  der  Evo- 
lutoide,  a  Archiv  dor  Math.  und  Physihy^  í3),  xx,  1912,  pp.  44-52. 

i-'i  L  Bbaude,  Uéber  einige  Verallgemeinerungen  des Begriffes  der  Mann- 
chen  Kurve,  Thèse,  Heidelberg,  1911,  p.  7;  voir  aussi  Paul  Ebnst, 
Die  allgemeine  Mannheimsche  Kurve,  «Monatshefte»,  Vicnne,  xxiii,  TJ12, 
pp   289  296. 

iJ)   \<>ir  E   Cebabo,  Lezioni  di geometria  intrínseca,  Naples,  1896;  édi- 

,l"11  allemande  par  <i    Kownlewski,  intitulec   Ym-lesitngfn  iiber  natilrlichè 

'"'■    Leipzig,    1901;    II.  Wiei.eitneh,  loc  cit.,  p.  170;  voir  cníin  le 

!"'.'"  oeuvre  <!«■  I  aute  r,  (  oordonnées  intrinsèques,  Collcction  Scicntia,  (Gau- 

tlui-r  \  illai-.  Paris),  qui  paraítra  prochaincincut. 
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ear  les  angles  des  tangentes  correspondantes  de  C  et  de  O  par 
rapport  a  une  direction  fixe  sont 

Pour  trouver  le  point  de  contaet  P  (x,  y)  de  (5)  avce  son 
enveloppe,  il  faut  avoir  x  et  y  comine  fonctions  de  s.  Iin  déri- 
vant  (5)  selou  CesáKO  (4),  on  a 

ou,  selon  (5)  et  (5') 

(7)  íy_R),gy  +  «,  +  _^..o. 

Par  (5)  et  (7),  on  a 

(8)  x  =  p  sin  *F  cos *F,     y  =  psinslF. 

Le  point  de  conlact  P  (a?,  z/)  est  donc  la  projection  du  point 
P  (#  =  0,  y=p)  c'esl-à-dire  du  point  correspondam  de  la  courbe 
génêrale  de  Mannheim  sur  la  tangente.  Cetle  construction  con- 
tient,  comine  nous  le  verrons  un  assez  gr  and  nombre  de  cons- 
tructions  bien  connues  pour  des  dérivées  spéciales. 

4.  1*0111'  avoir  les  coordonnées  intrinsèques  du  lieu  de  (8), 
nous  íbrmons  d'après  CesaiíO,  les  expressions: 

hx       c/x       y  hy       r/y        x 

('  ~a7s~==~aV"li~]r  '    7ã  =  777  +  ~r 

,     (/x  f/l)  r  ,  ,  ...       ..  , 

ou  —j~  et  -~  sont  lormes  selon  (o).  (Jn  a  donc 
as         as 


(10)  -5-^cos^F,     -4-  =  ks\nW 

v  as  as 


(*)  Cesaro,  pp.  22-23;   édition  allemandc,  pp.  24-25;  H.  Wieleitner, 
loc.  9it.}  p.  176. 


2í 


ou 


«•>  •V(í),+(í)' 


í/p    .  2R  — o 

=  — ;-  S1I1  4;  -j — —  cos  4: 

as  W 


L/arc  cie  I'enveloppe  A  (C,  C)  est  donc : 

(II)  ~s=fkdsr 

le  rayon  de  courbure  R  est  determine  par  1'équation 

v        J  \\  II  í/í   \  OX  / 

N 

Comme  ^-  =  tglí\  ce  qui  était  évident  à  priori  on  a  enfin 


i  a? 


(12) 


-/,A 


r/p    .  2R  — p 

—  sin  4:  H — —  cos  4^ 


r/s 


R 


/R  =  p,siny+  P(2RR-p)cosW 


í/o 


ou  pi  =p— y-  est  le  ravon  de -courbure  dtí  la  développée  de  C. 

1        ■   f/í 


5.  Avant  1'étude  de  quelques  cas  particuliers,  nous  mention- 
nons  la  transformalion  gênérqle({)  de  M.  Koestlin,  en  cherçhant 
les  enveloppes  des  deux  droltes 


(13) 
(IS 


y  —  x  I  g M  *  =  O 

?/  —  x  tg  (XF —  a)  =  Ó 


ou  a  est  une  constante.  D'abord  on  reconnait,  selon  (8),  que  le 
poinl  d'intersection  de  la  normale  de  A  (C,  C)  avec  celle  de  C 
reste  immobile,  quand  on  fait  varier  a;  pour  Varcuide  cette 
propriété  esl  mentionnée  par  M.  E.  Koestlin,  qui  a  de  nicnie 
traité  la  conlenance  entre  deux  courbes  (13)  et  (13').  En  íai- 
sanl  dans     12)  T    -Ti  — <*,  1'expression  de  ~s  aura  la  forme 


N 


ia  —  V  COS  OL  -f-  O 


sin  :/, 


(l)  I  t  mentionnée  dans  1'article  cite  comme premiei-  au  n.°  1, p.  75. 
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pour  un  autre  angle  constant  p  ou  a 
(14')  l?  =  PcosP  +  Qsinp, 

d'oú  il  resulte  la  propriété  remarquable : 

Si  deux  des  oo1  transformêes,  qu  on  aura.  par  variai ion  de  a, 
sojit  algébriquement  rectifiables,  toules  les  transformêes  ont  ceíte 
propriété. 

De  même,  pour  toules  ces  transformêes  le  centre  de  courbure  esl 
la  projeclion  du  poinl 

p(2R-p) 

03=  pi,       y=j j^— ~ 

sur  la  normale  de  l 'enveloppe . 

6.  Cas  PARTICULIEUS.  Soit  C  congruente  à  C,  alors  on  a  p=R, 
*F  =  const.  et  A  (C,  O)  est  la  développoide  (4)  (a)  de  C;  si  a  =  0; 
on  a  la  développée.  La  construction  du  centre  de  courbure  est 
celle  de  Habich  (2),  le  point  de  contact  correspond  au  ihéorème 
de  UÉAUMUR  (3).  Si  R  =  oo,  C  est  une  droite,  A  (C,  C)  est  Yar- 
cuide  de  C  proprement  dite. 

Les  coordonnées  intrinsèques  de  V  ar  cuide  sont  donc(4): 

I  S  =  /'(r/R  sin  *F  +  2ds  cos  W) 
(16) 

|R  =  ttisin*F  +  2UcosxF, 

le  point  de  contact  est  la  projection  du  point  correspondam  de 
la  courbe  de  Mannheim  P  (sc  =  s,  y  =  l\)  sur  la  tangente  (5),  re 
présentée  par  1'équation  (2)    Si  Q  est  cette  projection,  on  aura 
PQ  =  Rsin^. 

Déterminons  les  courbes,  pour  lesquelles  la  courbe  de  Mannheim 
esl  une  développée  inlermêdiaire  (6)  de  V  ar  cuide. 


(')  Voir  G.  Loria,  Spezielle  ebene  Kurven,  Theorie  and  Geschichtc,  Band.  ii, 
Dic  tranêzendenlen  und  abgeleiteten  Kurven}  Leipzig,  11)11,  p.  201;  II.  Wie- 

LE1TNER,  loc.  Cí/.,  p.    177. 

(2)  Voir  Gr.  Loiua,  loc.  cit.,  p.  2G4;  H.  Wíeleitner,  loc.  cit.,  p.  177. 

(3)  Gr.  Loria,  loc.  cit.,  p.  262;  II.  Wíeleitner,  loc.  cil.,  p.  177. 

('')    II.   WlELElTNER,  loc.  CÍt.,   p.   375. 

(■')  Cettt;  construction  voir  E.  Koestlin,  Thòsc,  p.  23. 

(6)  Voir  la  thèse  de  1'auteur;  de  même:  L.  Bkaude,  Ueber  die  Kurven, 
unter  deren  Zwisclieneccltiteu  sich  Kreise  befinden,  «Monatshefle» ,  Vienne, 
xxin,  11)12,  pp.  283-287.  F  Gr.  Teixeira,  Sur  /es  courbes  à  développée.  inter- 
médiaire  circulaire,  «.Monatshefte»,  Vienne,  xxiv,  11)13,  p.  3-17-354.  E.  Tur- 
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En  ce  tas  on  a 
(17)  R  sin  T  =  (A  (2R  ^in  ¥  —  R,  cos  T) 

ou,  comme  Ri  = 


/T  ' 


d\\  2fA  —  I     SlllW     , 

li  JJ.  cos  ll 

d'oú  il  resulte 

(19)  l\  =  c  (cos  >F)~Hr" 

En  regardant  íi  et  T  comme  coordonnées  polaires,  la  ra- 
diale  (*),  lieu  dcs  points  extremes  des  vecteurs  équipollents  aux 
rayons  de  courbure,  est  d'après  (1  9)  une  courbe  mulliplicatrice  de 
Claikaut(2),  (19)  represente  donc  une  courbe  de  Ribaucour(3). 

En  faisant  (í.=^ — j— y-i  oi\  \  est  le  rapport  constant,  dans  lequel 
1  -J-  k 

le  rayon  de  courbure  est  divise,  on  a  comme  équation  intrin- 
sèque 

(10') 


Si  jx=l(X  =  0),  la  radiale  est  une  droite;  alors  la  courbe 
(19)  est  une  chaínetle  d" (gale  résistance  (4)  dont  la  courbe  de 
métrique  une  chainette  ordinaire,  a  comme  développanle  sym- 
Manniikim,  une  iraclrice  \\  base  recliligne{^).  Nous  trouvons  donc: 

Partia  les  ar  cuides  d'une  cliainelle  d*  c  gale  résistance  il  y  a  une 


iraclrice  a  base  lecliligne. 


hií.ki.  Sur  la  courbure  desligues  et  des  surf aces,  «Rend.  Circ.  mat.  Pai.», 
xxxvi,  1913,  (2);  E.  Turrière,  Gêneralisaiion  des  courbes  de  Ribaucour, 
\  wveUe*  Annale8»}  (4),  t.  xm,  juin  191.3. 

R.  Tu  ker,  Proc.  Lond.  Math.  Soe,  1,  1S65;  G.  Loria,  loc.  cit,  t.  n, 
p  289;  II  \\  ii  íi  um  i;,  loc.  cit.,  p.  8(32;  voir  aussi  la  thèse  de  1'auteur, 
P    !•■ 

G.  Lobla,  loc,  cit,  t.  i,  p.  384;  C.  de  Jans,  Les  combes  multiplica- 
(ricea  de  Clairaut,  Gand,  ká.  Hoste,  1912;  P.  Ernst,  Die  ClairauVschm 
Multiphcatrix-Kurven,  aArch.  Math.  Phys.»,  m,  (15),  1909. 

G  Loria,  loc  cit..  i.  n,  p.  137;  P.  G.  Teixeira,  Traité  de  courbes 
■is  remarquablea  planes  et  gauchez,  Coimbra,  1909,  t.  n,  p.  282. 

I     j  I     li  im  h:a.  Traité',  pp   27-29  ;  G.  Loria,  loc.  cit.,  t.  n,  p.  299. 

1  ■■  <••  I  i.ixkiiu,  Traité,  t.  n,  p.  19-  G.  Loria,  loc.  cit.,  t.  íi,  p.  299. 
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7.  Âppliquons  maintenant  la  transformaiion  mentionnée  au 
n.°  2  à  quelques  autres  courbes.  Dans  notre  arli.de  (6)  nous 
avons  traité  la  cycloide,  dont  les  Iransformées  sont  toutes  con- 
gruentes et  la  logarilhmoideÇ2),  semblable  à  toutes  ses  transfor- 
niées.  Pour  les  courbes  de  RiBAUCOUlt,  le  rayon  de  courbure  est 
proporlionnel  à  la  normale;  la  transforinée  des  développées  est 
donc  en  mème  temps  une  développoide  inteimêdiaire  (Zwischen- 
evolutoide)  de  la  courbe  de  Ribaucouu. 

Soit  donc  l'équalion  de  la  courbe: 

(20)  x  cos  cp  -f  V  sm  <P  ~  /  (?)  cos  ?  =  0. 

La  représentation  des  coordonnées  carlésiennes  est: 

(21)  x=  f($)  —  /7  (cp)  siu  cp  cos  cp,     y  =  f  (cp)  cos2  cp 

et  les  coordonnées  du  point  P'  qui  divise  le  segment  de  la  tan- 
gente dans  le  rapport  constant  1 —  aia,  sont: 

(22)  x'  =  /\'cp)  —  af  (cp)  sin  cp  cos  cp,      ?/'  =  af  (cp)  cos2  cp. 
L'équation  de  la  tangente  de  la  transformée  Ka>a  est  donc: 

ij~y«-clg(ç+"«)(Ç-fl?') 
ou 

Çcos(cp-j-a)  +  v]  sin  (cp  -f  a)  —  [/r(cp)cos(cp-l-a)  +  «siiia/y(cp)cos{p]  =  0. 
En  faisant  cp-{-a  =  x,  on  a  enfin: 

(23)  Çcosx  +  yjsinx  —  [/(x— a)  cos x  + a  sina/* (x  —  a)cos(x— a)]. 

Si  a  =  1 ,  on  a  la  développoide  (a)  de  K;  si  a  =  0,  (23)  repre- 
sente la  transformée  de  M.  KoESTLINj  elle  a  Péqualion 

\  cos  x  |   7]  sin  x  —  /\x  —  a)  cos  x  =  0. 


(1)  Ueber  einige  Verattgemeinerungen  des  Ikyr.  der  Evulutoíde,  men- 
tionné  au  n.°  1  de  eet  article. 

(2)  Elle  a  été  traitée  comine  généralisation  de  la  cycloide  par  M.  E. 
Kokstlin,  Ueber  eine  transzrndente  ebene  Kurce,  vou  der  die  Zykloide.  eia 
Grevzfall  ist,  Math.  nat.  Mitt,  Warttemberg,  (2),  íx,  1907,  pp  21-30;  H. 
Wjkleitnkr,  loc.  cit.,  p.  38(). 
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En  appelant  d'après  1'abbé  AOUST  (*)  la  courbe 

(24)  V  =  x  cos  y  +  y  sin  cp  —  [fi  (cp)  +  /â  (cp)]  =  0 
la  courbe  resultante  des  deux  composantes : 

í  i"'i  =  a;  cos  cp  -{-  ?/  sin  cp  —  /i  (cp)  =  0 

(25)  , 

(  P2  =  x  cos  cp  -f  y  sin  cp  —  /à  (cp)  =  0 

on  a  selon  (23)  le  théorème : 

La  transformèe  Kfl)  a  est  la  courbe  resultante  de  la  transformêe 
de  M.  Koestlin  et  d* une  courbe  semblable  a  la  développoide  (a). 

On  peul  exprimer  cette  propriété  par  1'éqiiation  symbolique: 

[Kfl,a]  =  «[KljC]  +  (l-«)[Ka,o]. 
De  tnème,  comine 

[K„,a]  +  [Ka,_2]  =  2[Kí,0] 

la  courbe  resultante  de  deux  transformées^  que  ne  diffèrent  que 
<lu  signe  de  ol,  est  le  courbe  V  elle  même,   aggrandie  dane  le  rap- 
port  1:2. 
Enfin  on  a 

[K„,  a] +  [!<_„,  J  =  2  [K0>a], 

/(/  resultante  de  deux  transformêes  diferentes  par  rapport  au  signe 
de.  a,  est  homollu 'tique  a  la  courbe  V  dans  le  rapport  2:1. 
Les  coordonnées  intrinsèques  de  Ka>a  sont 


(26 


•»,,  a  =  —  2/ '  (cp)  sin  (cp  +  a)  —  2«  sin  cc  f  (cp)  sin  cp 
cos  (<p  +  tf)  f"  (cp)  -f  a  siu  a  cos  cp  f"  (cp) 
*Rl,aH   (I— fl)Ro,a 

<a,  «  =  J    Ro,  7.  ^?  —«*«,«  +  (!   -   ")  'O,  V.  • 
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Comine  ]a  développoíde  d'unc  courbe  algébrique,  algébrique- 
ment  rectifiable  et  la  transformée  de  M.  Koestlin  ont  les  ínèmes 
propriétés  (*),  nous  trouvons,  que  la  transformée  génêrale  de 
M.  KOESTLIN  est  aussi  algíbt  ique,  algébriquement  rectifiable. 

8.  Applications,  a)  Soit  L  une  astéroide  oblique  dont  Taxe 
des  x  est  une  tangente  double ;  son  équation  est 

(27)  x  cos  f^  -\-  y  sin  cp  -f-  sin  (cp  -f-  cpo)  cos  cp  =  0. 
L'équation  de  K(í  a  est  alors : 

(27')  5  cos  i  -f  7]  sin  t  —  [A  sin  2t  -f  B  cos  2t  |  C)  -  0 

ou 

1 

I  A  =  --  [cos  (cp0  —  a)  — a  sin  a  sin  (çpo  —  2a)] 
(27")  (B  =  —  [sin  (cpo  —  a)  +  a  sin  a  cos  (cp0  —  2a;] 

C=  —  a  sin  aços  (cpo  —  2a)  -j-  (  — a  sin-  a)  sin  (cpo  —  a). 

On  a  donc  comine  transformée  une  astéroide  droile  (-),  si 
C  =  0,  une  astéroide  a  deux  points  triples  (courbe  de  RiBAU- 
COUK)(3)  si  9(A'2  +  B2)  — Cuí  =  0;  enfin  Fastéroide  (27)  a  dans 
1'origine  un  point  autolangentiel  si  A2-j-r>2  =  t/2,  elle  est  appeléc 
croix  de  Malle  (4). 

b)  De  mème  nous  supposons  que  V  soit  une  hypocycloide  tri- 
cuspidale  (5),  dont  Taxe  des  x  soit  tangente  dans  1 'origine;  la 
podaire  est  un  bifolium  oblique  et  l'équation  de  V  est 

(28)  x  -f-  y  ig  <p  —  cos  cp  cos  (cp  —  p)  =  0. 


(')  H.  Wieleitner,  loc.  cit.,  p.  377;  E.  Koestlin,  Thèse. 

(2)  G.  Loria,  loc.  cit.,  t.  i,  p.  266;  F.  G.  Teixeira,  loc.  cit.,  t.  i,  p.  328. 

(3)  H.  Wieleitner,  loc.  cit.,  p.  301 ;  L.  Braúde,  Ueber  ParallcWuruen  von 
Kpi-und  Hypozyldoiden ,  «Monatshefte»,  xxiv,  1913,  p.  190. 

(4)  L.  Crelter,  Systhnes  cwématiques,  Coll   Scientia,  Gauthier-Villars, 
Paris,  1911,  p.  75. 

(5)  G.  Loria,  loc.  cit.,  t.  i,  p.  157;  F.  G.  Teixeira,  loc.  cit.,  t.  n,  p.  174 - 
195,  H.  Wieleitner,  loc.  cit.,  p.  383  384. 


(29) 
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Com  me 

f(y)  =  cos  <f  cos  (<p  -  P),     f  (?)  =  -  sin  (2<p  -  p), 
/"(?)  =  -2cos(f-p), 

la  podairc  de  Kfl/  ^  est: 

(30)  p  =  cos  cp  cos  (cp  —  P)  cos  (cp  -{-  a)  —  a  sin  a  cos  cp  sin  (2<p  —  p). 
En  faisant  cp  =  T —  a  on  trouve  par  un  calcul  non  difficile: 

(31)  p  =  A  cos  T-f  B  sin~-f-  C  sin  (3x  —  to), 
oh    on    a 

A  =  —  [cos  (2a  -f  p)  +  2  cos  p  +  2«  sin  a  sin  ^a  -f  p)] 
-  B  =  y  [sin  (2a  -f-  P)  —  2«  sin  a  cos  (a  +  P)] 


C=  i/l  +Aa  («-{-1)  sin2  a. 

Par  A  et  B  on  a  les  coordonnées  du  centre  dn  cercle  inscrit 
de  Ia  Iransformée;  comme  Ia  podaire  de  (28)  par  rapport  au 
centre  du  cercle  inscrit  est 

(32)  p'  =  .icos(3<p-P) 

le  ravon  de  ce   cercle  est  égal  à  — :    celui  du  cercle  inscrit  de 

4 

Ka>a  est  donc  suivant  la  troisième  équation  (31'), 


(33)  f'a,a  =  -  \/\  -j-4«(«+l)sin2a. 

Nous  arrivons  donc  au  tliéorème  suivant: 

Uexlension  de  Ka>a  est  indépendante  ile  p,  c'esl-a-dire  de  la  tan- 
gente fixe,  qaon  a  choisie  comme  aze  des  x;  la  Iransformée  est 
congruente  a  la  conrbe  (28)  non  seulemenl  si  a  =  0  —  ce  qui  cor- 
reipond  au  théorbne  de  Laguerke  (*)  — ,  mais  aussi,  si  a  =  —  1, 


(l)   Lioi  erre,  Sur  quclqves  propriélés  de  Uhypncycloide  à  trois  points  de 
rebroussements,  aBidl.aoc.math.  France»,  1879  jWibleitheb,  loc.  cit.,  p.  384. 
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c'e$l-h-dire,  si  l"on  prolonge  la  tangente  PP'  du  double;  enfui  les 
deux   transformées    Ka,a    et    Ka>  _ry    sont    congruentes;    de    mème 

Kaj  a  et   K_(i^_a))C<. 

9.  En  retournant  a  la  transformée  générale  de  M.  KOESTLIN, 
nous  eherclions  la  courbc  (V)  qui  doit  rouler  sur  la  courbe  gé- 
nérale  de  Mannhkim  MM  (C,  Ci)  pour  engendrei*  Ia  transformée 
comme  enveloppe  d'une  droite  fixe  sur  le  plan  de  F,  nienée 
par  le  pôle  de  la  roulante. 

L'arc  de  la  courbe  Vi  qui  doit  rouler  sur  M  (C,  Ci)  com  me 
profíl  génerateur  pour  engendrei'  Ci  comme  enveloppe  de  1'axc 
des  x  est  égal  à  celui  de  M  (T,  \\)  savoir 


(34)  s=    </, 


L'ordonnée  y  est  egale  à  la  distance  p  du  point  P  (a?~0,  y  =  Q) 
et  de  la  tangente  de  la  courbe  C.  Par  (34)  et 


(34')  s=f\/dx*  +  df 

ou  a,  comme  ?/  =  p,  1'abscisse  x  par  1'équation: 

(35)  x  =f  s/dF  —  d?  =  \^r-  </s- 

Pour  avoir  la  mème  courbe  comme  roulette  d'un  point  fixe 
sur  le  plan  de  la  roulante,  celle-ci  a  les  coordonnées  polaires : 


(35')  r=p,      ío=/-Í=/í/s 


1  1 


(o  est  donc  1'angle  compris   entre  le  rayon   p   de  (35')   et   une 
droite  fixe,  menée  par  le  pôle  de  (35').  Nous  trouvons  donc: 

Quand  on  fait  rouler  sur  la  courbe  gênêrale  de  MANNHEIM  M  (T,  \\) 
la  courbe  (35),  qui  engendre  la  base  V{  comme  roulette  on  a  Var- 
cuide  générale  comme  enveloppe  d\in  droite  fixe,  menée  par  le  pôle 
du  profd  génerateur.  En  faisant  varier  cetle  droite,  on  aura  la 
famille  des  courbes,  transformables  entrelles  par  la  transformalion 
générale  de  M.  E.  KOESTLIN. 

10.  De  ce  tbéorème  general,  nous  voulons  traiter  deux  cas 
parliculiers.  D'abord  la  base  de  la  courbe  de  MANNHEIM  soit  une 


a  2 


(Imite,  alors  nous  avons  un  ihéorème,  qui  nous  fait  reeonnaitre 
une  relation  intéressanle  entre   les  Irais  dérivées:   la  courbe  de 

Manmu-im,  la  radíale  et  1'arcuíde. 

Quand  on  fait  rouier  la  radiale  II  d'une  courbe  V  sur  la  courbe 
de  MáNNHKIM  M  de  V  de  sorte  quon  ait  comine  rouletle  du  pôle  la 
base  recliliane  de  la  courbe  MáNNHEIM,  on  a  toules  les  arcuides  A 
de  V  comme  enveloppe*  d  es  droiles,  mentes  par  le  pôle  de  H. 

Soit  par  exemple  F  une  cycloide 

R  =  a  cos  (<p  —  cpo) 
1'arcuíde  est  (*)  donc  Fastéroiíde  oblique 
i  36'  i  x  sin  cp  -f~  V  ('os  'f  —  a  sm  <p  cos  (<p  —  <po)  =  0. 

Comme  la  courbe  de  Man.mikim  est  la  circonférence 
(36")  x^if  =  a^ 

ci  comme  la  radiale  est  la  circonférence 
(36"')  r  =  acos(cp-cp0) 

nous  trouvons: 

Quand  on  fait  rouier  la  circonfirence  (3TT")  a  lintèrieur  de  (36'') 
de  sorte  que  la  rouletfe  du  polé  soit  Vaxe  des  x  (2),  on  a  comme 
enveloppt  de  toules  les  droites  menêes  par  le  pôle  de  (36")  un  sys- 
tuiir  d  (Klíroides  obliques  qui  sont,  suivanl  leurs  formes  et  leurs  po- 
silionSf  transformables  entre  elles  par  la  transformalion  de  M.  E. 
KOESTLIN. 

De  méme,  la  courbe  de  Mannheiai  de  1'asléroíde  droite 

(37)  4S2+R2  =  fl2 

est  1'ellipse 

4  a;2  +#2  =  «2, 
hi  radiale  est  la  rbodonée  à  quatre  feuilles 

r  =  a  cos  (2cp  —  cpo), 


i     Koi  íTLiN,  Thèsc,  p    13. 
(J    D'après  le  théorème  de  Habicii,  uMathesis»  (2),  1882,  pp.  115-148; 
H     WlBLl  mm  .;.  loc.  <//..  pp,  310  311 ;  Loria,  II,  p.  111. 
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et  cnfin  selon  M.  E.  KOKSTLIN  (l)  1'arcuide  cst  l'hypocycloide 
tricuspidale : 

(38')  x  cos  cp  -f-  ?/  sin  cp  —      cos  cp  cos  (2cp  —  cpo  =)  0. 

Eu  appliquant  de  nouveau  le  théorème  de  Laguerre  nous 
trouvons : 

Quand  on  fait  rouler  la  rhodonèe  (38)  sur  l  ellipse  (37')  de  sorte 
quon  ait  comine  roulelle  du  pôle  Uaxe  des  x,  on  aura  comme  en- 
veloppe  des  droites  menêes  par  le  pôle  un  syslème  dhypocycloides 
tricuspidales  congruentes,  transformables  entre  elles  par  la  trans- 
formation  de  M.  E    KOESTLIN. 

Enfín  la  courbe  de  Mannheim  d'une  spirale  logarithmique 

r  =  em®%     R  —  ms 

est  la  droile  y  =  mx,  la  radiale  est  une  spirale  congruente,  1'ar- 
cuide est  la  logarit/imoide  et  nous  avons  la  grénération  de  cette 
courbe  interessante,  publiée  par  M.  E.  Koestlin(2): 

Quand  on  fait  rouler  une  spirale  logarithmique  sur  une  droile, 
on  a  comme  enveloppe  d  une  droile  fixe  menêe  par  le  pôle  une  Ioga- 
rilhmoide. 

11.  Comme  deuxième  cas  nous  supposons  les  deux  courbes 
comine  deux  courbes  a  courbure  proportionnelle  aux  équations 
intrinsèques 

(40)  K  =  /-{.«),     p— I&L 

ou  X  est  une  constante.  La  courbe  de  Mannheim  M  (r,  Ti)  est 
alors  une  díveloppêe  intermêdiaire,  lieu  des  points,  qui  divisent 
les  rayons  de  courbure  dans  un  rapport  constant. 

Sur  la  développéo  intermêdiaire  (X)  il  faut  faire  rouler  la 
courbe  h  1'équation  polaire 


(40')  r- 


? 
I   V'k  '  U 


(1)  H    WlELEITNEB,  loc.  Clt.,  p.  383. 

(2)  H.  Wiklkitner,  loc.  cii.,  p.  388.  Voir  la  thèse  de  N.  Grane,  Ueber 
Kurven  mit  gleichartigen  successiven  Deueloppoiden,  Lund,  1894;  G.  Lokia, 
loc.  cit.,  t.  ii,  p.  309. 
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si  1  équation  de  Ti    a  la  forme 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  les  équations  (5)-(l2),  1'équa- 
lion  de  #,  c'est-à-dire  de  la  droite  fixe  menée  par  le  pòle  de  la 
roulante  est 

(41)  y-x\g(k<?-a)  =  0. 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  sont 

(41')     x  =  •=:    —    sin  |  //f  —  a]  cos  (ky  —  a),     ?/  =  — —  sin2  (X<p  —  a) 

celui  ci  est  donc   la  projection  du  point  P  ía?  =  0,  y  =  .   ) 

ídu  point  correspondaht  de  la  développée  inlerinédiaire  L)  sur 
la  droite  (41).  Les  coordonnées  intrinsèques  de  1'enveloppe 
de  (4l)i  qu'on  a  appelée  la  causticoide  de  F,  sont  d'après  (12) 

=  —  Lj- J  [í\t  sin  (Xcp  -  a)  +  (2X  ^F I)  R  cos  (kp  -  «)]  <*p, 

'K^  n 7^  ["*  sin  '  ~L'Í  -  a)  +  ^L  +  ! )  "  ('os  (>f  -  a)]' 

Si  X  =  1,   ou   a   la  cauUique{^)   proprement  dite,   si  X  =  —  —  -. 

ou  houve  la  catacaustique,  L  =  0  eorrespond  a  une  dêveloppoide. 
Nos  recherches  concernant  les  développêes  intermêdiaires (ã)  nous 
Ibnl  détermincr  les  courbes,  jxni r  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure  de  lã  causticoide  est  divise  dans  un  rapporl  constant  par 
le  poinl  d'intcrscction  de  ta  normale  avéc  celle  de  la  courbe  F. 
Soil  N  l<-  segmcnl  de  la  normale;  en  supposant  K(l  -\-  a)/=li, 
"ii  a  selou     í".'    1'cquation : 

II  i  sin  hç      x)       2X      I  I   I  a 


1    G    Lobiã,  kc.  eft.,  t  n,  p.  300. 
I  -   Bh  m  de,  Thésc,  p.  22. 


ou 


,,'    =[«(>-{-  l) X;n-(/,?-a) 


d'ofi  il  resulte  par  integra tion 


(43') 


(43») 


L'équation  intrinsèque  (s,  R)  est  donc: 

r/R 


iVcws  trouvons  la  même  famille  de  courbes,   aijant  lá  propriêlê 
correspondanle   par    rapport    aux    dèveloppêes    intennédiaires .     Si 

<7  =  —  011  a  les  courbes  de  PubaucoUR,  si  «  =  - — — — ,  (43)  repré* 

2  1  -|-  A. 

sente  les  spirales  sinusóides,  enfin,  si  2X  =  «(!-(- X),  on  a  les 
cy  cio  ides  (*) 

(44)  R  =  csill(_ATÍF 

dont  la  développée  intermédia!  re  (*A.)  est  la  base  circulaire. 

Les  causlicoides  du   cercle  sont  les  cycloidales,  celles  des  cy- 
cloidales sont  des  courbes  resultantes  de  cycloidales. 

12.   Comine  la  spirale  logarithmique 

(45)  R  =  ww  (=  «**?) 

est  une  généralisation  du  cercle  (w  =  0)  les  causlicoides  de  la 
spirale  logarithmique  seront  des  généralisations  des  cycloidales.. 
Ces  courbes  sont  mentionnées  (comine  semblables  \\  leurs  dé- 
veloppées  successives)  par  M.  Loria  (-),  de  mème  par  \I.  Grane-, 
nous  en  allons  dériver  plusieurs  générations  et  les  propriétés 
principales. 


(')  G-.  Loria,  loc.  cif.,  t.  n,  p.  295. 
(2)  Gr.  Loria,  loc.  cit ,  t.  11,  p.  260. 
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En    introduisant   (45)    dans    léqualion    (42)   la    causticoic/e   a 
l'équation  intrinsèque: 


m  tr 


mi 


^àj-a)+(n+,)c°S(TT>*-a 


(íc)  R=fIT¥s 

à  laquelle  on  pcut  donner  la  forme 

(46')  R  =  Aé?m?  cos  w<p 

Nous    voulons    designer    ces    eourbes    (46')    comine    epiloga 
rithmoides  ou  comme  hypologarit hmotdes  (4)  suivant  que 
n  I  <  1 ;  si 


> 


1+A 


1+X 
|  »  |    =1,  c/est-à-dire  ),  =  —  —  ou  X=oo    on 


a  la  logarUhmoide  de  M.  E.  KOESTLIN 


(«) 


R  =  A«' 


cos 


que  celui-ci  a  traitée  comme  généralisation  de  la  cycloide  (m  =  0). 
Comme  loutes  les  diveloppies  intermédiaiixs  S,  d'une  spirale  lo- 
garithmique  S3  sont  des  spirales  congruentes  ayant  le  méme 
pule  et  comme  tontes  les  spirales  de  formes  diílérentes  forment 
une  famille  de  eourbes  \\  courbure  pi  oporlionnelle  on  aura  en  fai- 
sant  rouler  sur  S  une  eertaine  autre  spirale  Sj  la  spirale  S3 
comme  roulelle  du  pule.  Si  1'équation  intrinsèque  de  S3  (ou 
de  toutes  les  S  ,  ]  est 


(48) 


U  =  ms 


cclle  de  Si  est  suivant  le  théorème  general: 


(48') 


\Y 


111 


el  on  a  la  nlogarilhmoidalet  (4  6')  comme  enveloppe  d'une  droite 
fixe  menée  par  le  pule  de  la  roulante  Si.  Si  la  base  S  est  une 
droite,  on  a  la  génération  de  la  logarUhmoide  t  mentionnée  par 
M.    E.    KOESTLIN. 


(')  Nous  le  proposona  d'aprèa  la  nnmenclature  de  M.  Koestlin,  et  aprèa 
avoir  coDseillé  M.  II    Wieleitmks. 
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13.  De  méme  ou  aura  les  co urbes  (47),  eu  faisant  parcourir 
un  point  P  une  spirale  logarithmiquc  S,  com  me  euveloppe 
d'une  droite  g  dont  la  vitesse  de  rolation  autour  de  P  est  in- 
versement  proportionelle  à  celle  de  P. 

En  effet,  l'arc  de  S  soit 

(49)  s  =  em'? 

1'angle  compris  entre  la  tangente  de  S  et  Ia  droite  g  será 

(49')  T=ny 

alors  on  a  <p  =  —  lgs,  cP¥  =  ndy  et  enfin  (t  étant  le  temps)  comme 
relation  entre  les  vitesses  de  g  et  de  P: 

(49/')  ^  =  ndy  =  n      1    ds 

^       '  dl  dl       "  m     s    dt' 

Par  1'équation  intrinsèque  (46')  on  reconnait  qu'on  a  toujours 

miiz 
R(-f):R(?+^)=conSt(=,~) 

la  courbe  se  décompose  donc  dans  un  nombre  infini  d'arcs  suc- 
cessifs  qui  s'arrètent  dans  des  rebroussements  (voir  la  loga- 
rithmoide).  Les  ares  suecessifs  sont  entre  eux  comme  les  membres 
d'une  série  géométrique.  Pour  les  eycloidales  les  rebroussements 
sont  situes  sur  la  base  circulaire  ou  rectiligne,  ici  ils  se  trou- 
vent  sur  une  spirale  congruente  a  la  base  ou  (pour  la  loga- 
rithmoide)  sur  une  autre  droite.  Naturellement  cette  spirale  a 
le  méme  pôle. 

Les  tangentes  dans  les  rebroussements  íòrment  avec  la  tan- 
gente correspondante  de  S3  toujours  le  méme  angle  conslant; 

pour  les  eycloidales  celui-ci  est  égal  l\  — ,    S2   est  transformée 

dans  le  cercle  mené  par  les  rebroussements  et  on  a  pour  les 
eycloidales  la  génération  bien  connue  comme  enveloppe  d'un 
diamèlre  du  cercle  qui  roule  sur  un  autre. 

La  transformée  de  M.  KoESTLiNest  pour  les  eycloidales  C  une 
courbe  congruente  C,  si  Pon  a  choisi  comine  base  de  cette 
transformalion  le  cercle  osculant  aux  sommets;  C]  et  C  ne  dif- 
fèrent  que  par  une  rotation  autour  du  centre  de  la  base  cir- 
culaire; ici  la  transformée  d'une  logarilhmoidale  par  rapport  à 
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la  .spirale  S  est  une   courbe  semblable    (pour  la  logarithmoide 
voir  M.  KOESTLIN). 

En  dérivant  1'équatioii  (46')  par  rapport  à  tp  on  a  1'équation 
intrinsèque  de  la  développée  savoir 


(4  9 j  R'  =  aem®  [?n  cos  mf  —  n  sin  wcp] 

=  a[em^  cos  T .  ( lF  =  cp  -f  arctg  — 


02 


d'ou  l'on  reconnait  Ia  propriété  de  la  courbe  (46'):  elle  est 
semblable  à  toules  ses  développées  successives.  La  courbe  re- 
sultante dun  nombre  quelconque  de  courbes  (49')  est  une 
courbe  semblable  suivant  1'équation  • 

(50)  S  A^TOtP  cos  (w<jp  +  «»)  =  *m®  [A  cos  rccp  -f  B  sin  ncp] 

ou  Aj  et  a,-  sont  les  constantes  des  logarithmoidales  données, 
V  et  I)  des  constantes,  qui  sont  déterminées  par  les  At-  et  les  at. 

14.  Comme  developpoides  intermêdiaires  d'une  courbe  plane  C 
nous  avons  designe  1'enveloppe  de  la  droite  menée  par  le 
point  V  divisant  le  rayon  de  courbure  efe  C  dans  un  rapport 
constant,  de  sorte  qu'elle  forme  toujours  un  angle  constant 
ayec  la  normale  de  C.  Si  R,  Ri,  R^  ...  sont  les  rayons  de 
courbure  successifs  de  C,  1  — a  :  a  le  rapport  constant,  a  1'angle 
constant,  le  rayon  de  courbure  R,7j  a  de  la  cíéveloppoide  inter- 
médiairè  EU}  a  est 

(5  I )  R  , _rj .  =  (1  —  a)  R  sin  a  -f  Ri  cos  a  —  a  Ro  sin  a, 

comme  les  déviations  des  tangentes  correspondantes  de  la 
courbe  E  et  de  la  développolde  intermêdiaire  ne  diíFérent  que  par 
une  constante  (—a)  on  a  par  (51)  1'èquation  intrinsèque  de 
I       .  Selon  (50)  elle  a  la  forme 

IV,  a  =  e1"1^  [A|  cos  wcp  -f  B|  sin  racp] ; 

toutes  les  logarithmoidales  sont  donc  semblables  h  leurs  deve- 
loppoides intermêdiaires  d'un  ordre  quelconque. 

Selon  I  équalion  intrinsèque  les  r  adi  ales  (comme  la  podaire 
|»;"-  rapporl  au  pôle  de  la  spirale  fixe)  sont  représentées  par 
une  équation  polaire  de  la  forme 

I  ;•  =  ue"  "i  cos  /Í'J>, 
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ces  dérivées  sont  donc  des  généralisalions  des  rhodonées.  Sui- 
vant  les  prppriétés  mentionnées  des  logarithmoulales  elles  sont 
composées  dun  noinbre  infini  de  íeuilles  dont  Ia  posilion  sur 
le  plan  correspond  a  celle  des  rosaces  çorrespondantes  (m — 0). 
Les  feuilles  siluées  dans  la  mème  partie  du  plan  sont  entre  elles 
dans  un  rapport  eonstant. 

De  méme  ou  aura  une  génération  de  ces  logarithmoidales  par 
elles  mê  mes.  Comme  la  iransformée  de  M.  Koestlin  par  rap- 
port à  la  spirale  logarithniique  S3  et  les  développoides  sont 
semblables  on  aura  une  logarithmoidale  semblable  en  divisant 
la  normale  comprise  entre  le  pôle  de  la  spirale  roulante  et  le  point 
de  contact  dans  un  rapport  eonstant  et  en  cherchant  V enveloppe 
des  droites  menies  par  le  point  diviseur  et  formant  un  angle  eons- 
tant avec  la  normale.  Pour  les  cycloidales,  le  rayon  de  courbure 
est  proportionnel  au  segment  de  la  normale,  011  a  donc  une 
développo  ide  in lerm  édia  11  e . 

Pour  avoir  une  çonstruetion  du  centre  de  courbure  C,  nous 
profitons  de  la  représentation  du  rayon  de  courbure  de  lenve- 
loppe  (*) 

(52)  R  =  pf-H^rsine 

oíi  p  est  la  distance  de  la  droite  généralrice  g  du  point  de  con- 
tact A  des  deux  courbes,  R  et  K'  les  rayons  de  courbure  des 
deux  courbes  dans  ce  point  et  6  ] 'angle  entre  p  et  la  tangente 
au  point  de  contact.  Ici,  on  a 

(53)  \\  =  as,     VJ  =  bs 

d'oú 

(53')  R  =  o+    aÒ^l  sin8. 

a-\-  o 

Selou  la  propriélé  du  rayon  de  courbure  R  d'ètre  égal  à  la 
normale  polaire  AC-2,  il  faut  la  diviser  par  le  point  D  dans  un 
rapport  eonstant  pour  avoir  le  centre  de  courbure  (\  de  la  lo- 
garithmoidale  comine  projection  de  1)  sur  la  normale  PA. 

15.  Pour  la  logarithmoide  il  y  a  encore  une  génération  comme 
glisette,  que  nous  y  menlionnons  sans  démonstralion  : 

Quand  on  fait  glisser  une  spirale  logarithniique  sur  une  droite, 


(l)  Voir  H.  Wieleitner,  loc.  cit.,  p.  (186),  équation  (20). 
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de  sorte  que  le  point  de  contact  soit  fixe,   on  a  comine  enveloppe 
d'une  droite  fixe,  mente  pai  le  pôle  une  logarithmoide. 


Fig.l 
\Jarcuide  de  la  logaritltmotde  a  l*équation  intrinsèque 
(54)  R.  s=s  eTO?  cos  cp  cos  (cp —  cpo) 

fl  ou  1*011  a,  si  cp  =  — ,  la  logarilhmoídale 


(55) 


H  =  (>'»?  sin2cp; 


elle  esl  une  généralisation  de  Vmirolde  réguliaire  (w  =  0);  en 
conséquence  on  aura  celle  courbe  <?rc  menanl  une  droite  par  les 
projeciiom  d'un  point  quelconque  de  la  spirale  logarithmique  sur 
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deux  axes  rectangulaires  passanl  par  le  polé,  et  en  cherchant  l'en- 
veloppe  de  cetle  droite;  nous  avons  traité  cette  transformation 
dans  ce  Journal  (*).  La  courbe  est  représentée  comine  type  des 
hypologarithmoides  par  la  figure  2. 

Enfin  nous  nous  occupons  d'une  logarithmoidale,  correspon- 


Fig.  2 

dant  à  la  développante  du  cercle.  En  faisant  dans  léquation  in- 
trinsèque  des  logaritbmoidales 


em(?  sin  ny 


n 


(56)  lt 
limn  =  0,  on  a  la  courbe 

(57)  R  =  <p*m<f 


(')  Sur  deux  transformations  de  courbes  planes,  t.  viu,  1913. 
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qui  est  aussi  semblable  à  ses  développées,  développoides,  etc; 

car  on  a 

(57')  J\l=em<?[í+m<o]  =  C<?'em(?' 

ou  cp  — cp'  =  const.   Si  cp  est  égal  zero,  on  a  comme  courbe  ap- 


y 

Vp 

R, 

;^~- 

^s 

/y 

^v 

/  7 

, 

C/     1 

\ 

1 
Xo 

k/ 

/           1 

Yo 

/ 
/ 

Fig.  3 


proximative  une  développante  du  cercle;  les  formes  asympto- 
tiques  pour  limcp  =  +oo  sont  eelles  de  la  spirale  logarithmique 


(51") 


/•  =  Ce 


m<0 


EUe  csl  représentée  par  la  figure  3;  le  sommet  de  la  courbe, 
correspondam  ;i  I\|  =  0  est  naturellement  situe  dans  la  partie 
d«'  la  courbe  comprise  entre  le  pôle  asyniptotique  et  le  rebrous- 
sement.    L'arc  de  (57)   compris   entre   le   rebroussement   et   le 
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point  asymptotique  est 

1 

(58)  s  =  I  Ym'"  dV  =     ã  . 


les  coordonnées  cartésiennes  du  polé  sont  suivant 

00  (m  —  i)% 


(59)  jto  +  ?i/o,  =y>«(m+,)<p  <*?  = 


(i+ni*)1 


■  m2  —  1  2m 

La  courbe  resultante  de  (57)  et  de  la  spirale  (57")  est  repré- 
sentée  par 

R'  =  em<?  [ç  +  c]  =  tiem<?'  cp' 

ou  on  a 

elle  est  dono  semblable  à  (57).  Pour  la  développante  du  cercle 
(ni  =  0)  on  trouve  qifelle  est  congruente  a  tou/es  ses  courbes  pa- 
rai (eles. 

Les  développantes  des  cycloidales  (qui  sont  à  même  temps 
des  courbes  parallèles  de  ces  courbes) 

(60)  R  =  2#cosmcp 
ont   1'équation   intrinsèque 

(60')  R  =  a  cos  rnm  -\-  b 

si  b  =  a,  on  a  les  développantes  rV  points  triples 

(61)  R  =  2acos2^cp), 

que  nous  avons  trai  té  s  dans  un  artícle  qui  vient  de  paraitre  (1). 
Les  dérivées  correspondantes  des  courbes  (46')  dont  1'équa- 


(')   Ueber   Parallelkurven   vou  Epi-und    Ih^ozyldoiden,    «Monatshefte», 
Vienne,  xxiv,  1913,  pp.  185-196. 
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iion  est 

(61')  R  =  aem'ívos~2-^- 

ont  (46')  comme  développoide  (tg  «  —  —  m). 

Nous  y  mentionnons  encore  les  logarilhmoldales  comme  Solu- 
tions cTune  question  concernant  la  courbe  de  Mannheim  d'un 
ordre  supérieur:  quand  on  fait  rouler  une  logarithmoidale  sur 
une  autre,  de  sorte  que  les  ares  des  deux  courbes  entre  deux  re- 
broussements  suecessifs  sont  êgaux  et  que  les  courbes  se  touchent  aux 
points  dont  les  rayons  de  courbure  sont  entre  eux  dans  un  rapport 
constant,  le  lieu  clu  deuxieme  centre  de  courbure  du  point  de  con- 
tact  est  une  autre  logarithmoidale  (1). 

Pour  les  cycloidales  le  théorème  correspondant  est  dérivé 
dans  la  thèse  de  1'auteur. 


(l)  La  démonstration  de  ce  théorème  será  publiée  dans  notre  petit 
(puvre  Lei  coordonnécs  intrinseques,  que  nous  avons  déjà  cite  dans  cet  ar- 
ticlc. 


O  MATERIALISMO  HISTÓRICO 

POR 

Bento  Carqueja 


Quando  se  procura  estabelecer  as  relações  entre  a  Sciencia 
económica  e  o  Direito,  ehega-se  á  conclusão  de  que  o  jurista 
tem  necessidade  de  estudar  a  Economia,  como  o  economista 
precisa  de  conhecer  o  Direito.  O  Direito  civil  occupa-se  de  ins- 
tituições essencialmente  económicas  (propriedade  e  outros  di- 
reitos reaes,  successões,  etc);  o  Direito  commercial  refere  se  a 
operações  económicas,  etc.  (1). 

A  concepção  liberal,  ou  o  regimen  chamado  de  liberdade  abso- 
luta, procurando  sustentar  que  a  Economia  é  independente  do 
Direito,  conduz  a  conclusões  contradielorias.  Se  é  certo  que  as 
liberdades  individuaes  se  limitam  umas  ás  outras,  não  admitte 
duvida  que  os  próprios  liberaes  incluem  o  Direito  na  sua  dou- 
trina, quando  se  declaram  partidários  de  uma  certa  organisação 
da  propriedade.  Quando  affirmam,  efleetivamente,  que  a  orga- 
nisação  da  propriedade  por  elles  adoptada  é  natural,  não  podem 
deixar  de  admittir  que  ella  se  funda  na  razão. 

Segundo  a  theoria  de  Stammlek  (2),  os  factos  económicos  e 
os  factos  jurídicos  correspondem,  pela  sua  intima  união,  a  uma 
só  ordem  de  realidade,  vista  sob  dois  aspectos  difTerentes: 
a  matéria  da  vida  social,  representada  pela  Economia,  a  forma 
d'essa  matéria,  traduzida  no  Direito. 

Não  é  preciso,  todavia,  aprofundar  muito  a  critica  da  theoria 
de  Stammlkr  para  se  reconhecer  que  ha  verdades  económicas 
elementares  e  muito  geraes,  em  que  não  se  descobre  razão  alguma 
jurídica. 

E  certo  que  a  Economia  tem  grande  dependência  do  Direito; 
o  Direito  porém,  não  tern  tão  grande  dependência  da  economia. 


(!)  A.  Landry,  Manuel  dEconomique,  pag.  18. 
(2)  Stammler,  Wirtschaft  und  Becht,  1906. 
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Postas  estas  considerações,  vejamos  a  lheoria  marxista,  cha- 
mada do  materialismo  histórico,  que  aliás  não  foi  exposta  por 
Kakl  Marx,  comquanto  inspire  a  sua  obra.  Esta  lheoria  melhor 
poderá  estudar-se  nos  escriptos  de  Engel  ('). 

O  materialismo  histórico  assenta  em  que  o  homem  é  domi- 
nado pelas  necessidades  mater  ia  es  e  em  que,  portanto,  a  expli- 
cação das  instituições  e  até  das  crenças  humanas  deve  procurar-se 
principalmente  nas  condições  de  ordem  económica,  em  cujo  seio 
os  homens  vivem  e  ás  quaes  teem  de  acommodar  se  para  satis- 
fazerem essas  necessidades.  A  estructura  económica  da  sociedade 
determina,  pois,  segundo  essa  doutrina,  a  organisação  politica  e 
dirige  o  pensamento  philosophico  ou  religioso. 

O  materialismo  histórico  representa  na  sciencia  sociológica  o 
mesmo  movimento  de  ideias  que  se  produziu  na  sciencia  bioló- 
gica, no  começo  do  século  passado,  quando  a  biologia  procurava 
insistentemente  achar  a  importância  relativa  dos  differentes  ca- 
racteres morphologicos,  para  fazer  uma  classificação  natural  das 
espécies  e  aprofundar  os  phcnomenos  vitaes  do  organisco. 

Ksse  materialismo  histórico,  proclamando  o  phenomeno  eco- 
nómico como  o  mais  importante  dos  phcnomenos  sociaes,  veio, 
por  assim  dizer,  protestar  contra  a  importância  excessiva  que 
os  historiadores  e  os  philosophos  da  Historia  attribuiam  a  certas 
manifestações  sociaes  externas,  de  caracter  secundário,  pondo 
de  parte  outros  phenomenos  de  maior  valor  paia  a  comprehensão 
do  mecanismo  complicado  e  da  evolução  da  vida  social. 

Ha  quem  julgue  o  materialismo  histórico  superior  ás  outras 
doutrinas  sociológicas  (2). 

Amukaro  crè,  ainda  assim,  dever  excedei  o  e  subslituil-o 
por  uma  sociologia  geral  humana,  fundada  sobre  a  psychologia 
geral  e  sobre  a  sociologia  zoológica.  Em  vez  de  explicar  todos 
os  factos  sociaes  por  causas  económicas,  Asturauo  é  de  opinião 
que  seria  mais  exacto  dizer  que  os  phenomenos  económicos  de- 
terminam os  phenomenos  genéticos;  que  estes,  juntos  aos  pre- 
cedentes, determinam  os  phenomenos  jurídicos  e  estes  os  phe- 
nomenos militares:  cjue  os  phenomenos  políticos  dependem  de 
todos  os  factores  já  enunciados;  que,  emfím,  a  religião,  a  arte 
e  a  sciencia  variam  em  funeção  dos  regimens  politico,  militar, 
jurídico,  domestico  e  económico. 


(1)  Ekgbl,  Der  Usprung  der  Familir.  Choce,  Matêrialisme  historiqne  et 
economie  marxiste,  t901.  Lobia,  Lr  basi  economiche  delia  costitnzione  sociale, 
1902. 

(2)  A.  Abtdbabo,  11  materialismo  calórico  c  la  sociologia  generale,  1904. 
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E  o  factor  económico  que  desempenha  o  principal  papel;  mas 
não  é  o  regimen  económico  que  determina  immediata mente  a 
forma  de  todos  os  factos  sociaes.  A  forma  do  Direito,  por  exem- 
plo, depende,  ao  mesmo  tempo,  da  forma  da  familia  e  do  re- 
gimen económico  (*). 

Nesse  empenho  de  realisar  uma  grande  svnthese,  o  materia- 
lismo histórico  cahiu  no  cimo,  diga-se  desde  já,  de  affirmar  o 
caracter  fatal  do  curso  dos  phenomenos  económicos,  curso  que, 
segundo  os  seus  sectários,  não  podia  soflVer  a  influencia  dos 
phenomenos  jurídicos,  políticos,  ethnicos  e  ideológicos,  se  bem 
amoldasse  suecessivamente  á  sua  imagem  toda  a  superstruetura 
social,  que,  afinal,  é  constituída  por  esses  mesmos  phenomenos. 

Dava  assim  á  evolução  da  sociedade  um  aspecto  rigidamente 
fatalista. 

Além  disso,  a  estruetura  económica  é  determinada,  segundo 
essa  doutrina,  por  um  factor  supremo  que  provoca  fatalmente  a 
evolução  económica  e  social  e  dirice  o  sentido  dessa  evolução. 

Para  Marx,  esse  factor  supremo  é  o  instrumento  de  pro- 
ducção,  a  que  chamou  forras  produetivas  naturaes,  cuja  acção 
se  manifesta  principalmente  na  passagem  da  economia  domes- 
tica a  economia  capitalista  e  da  pequena  á  grande  industria. 

Para  Lokia,  esse  factor  supremo  é  a  densidade  da  população, 
cujo  crescimento  continuo  determina  os  quatro  estados  funda- 
mentaes  da  economia:  collectiva,  esclavagista,  social  e  sala- 
riante,  continuando  a  determinar  as  manifestações  secundarias 
desta  ultima. 

Outros  concebem  de  diversa  maneira  o  factor  supremo;  mas 
ha  um  ponto  em  que  todos  estão  de  accordo :  — É  em  que  a 
estruetura  económica  evolute  por  si  mesma,  modificando  toda 
a  superstruetura  social,  sem  ser  modificada  ou  influenciada  por 
essa  superstruetura,  nem  mesmo  pelo  Direito,  que  é  a  mais  im- 
portante manifestação  delia. 

Numerosos  factos  provam  a  impotência  de  muitas  leis  para 
favorecer  ou  entravar  certos  phenomenos  económicos.  Bastará 
alludir  ás  leis  mercantilistas  dos  séculos  XVII  e  xvni,  leis  cuja 
influencia  appareceu  em  Portugal,  tendentes  a  favorecer  a  ba- 
lança do  commercio,  provocando  o  augmento  incessante  da 
quantidade  de  melaes  preciosos.  Estão  no  mesmo  caso  as  re- 
centes anti-trusts  laws,  dos  Eslâdos-Unidos. 

Por  outro  lado,  leis  tem  havido  reconhecidamente  impotentes 
contra   os   phenomenos   económicos,    em  vista   das  transforma- 


(i)  VAnnée  Sociologique,  viu,  1903-1904. 
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coes  delles.  Tacs  foram  as  leis  contra  a  usura,  na  Idade  Media, 
que  foram  impotentes  para  luctar  contra  o  juro  elevado  do 
dinheiro  e  que  continuaram  em  vigor,  mesmo  quando  a  taxa  do 
juro  desceu.  Isto  revela  uma  espécie  de  força  de  inércia  do  Di- 
reito, demonstrando  que  os  phenomenos  jurídicos  são  arras- 
tados pelos  phenomenos  económicos. 

É  certo  que  as  transformações  económicas  mais  accentuadas 
se  podem  operar  sem  a  menor  intervenção  do  Direito.  A  prova 
está  na  transformação  do  regimen  da  pequena  industria  para  o 
da  média  e  da  grande  industria.  Essa  transformação,  nitida- 
mente descripta  por  Maux  (*)  realisou-se  sem  se  haver  modifi- 
cado a  conformação  fundamental  do  direito  de  propriedade  e 
sem  mesmo  o  terem  presenlido  as  outras  instituições  jurídicas 
mais  especiaes. 

As  transformações  sociaes  mais  profundas  podem  produzir-se 
fora  da  acção  do  Direito.  Ao  declinar  do  Império  romano,  por 
exemplo,  o  preço  elevado  dos  escravos  e,  por  outro  lado,  o 
desenvolvimento  progressivo  de  parte  da  classe  parasitaria  subs- 
tituída por  homens  livres,  foram  provocando  a  substituição 
gradual  da  escravidão  pelo  trabalho  servil  na  agricultura  e  pelo 
trabalho  assalariado  nas  artes  e  ofíicios. 

II Ilidir- se-hia  quem  cresse  na  fatalidade  jla  evolução  econó- 
mica, na  autonomia  e  imperturbabilidade  absoluta  dos  pheno- 
menos económicos.  Lá  estão  as  associações  operarias  de  resis 
tencia — as  Trade-Vnions  inglezas,  sobretudo,  a  luctar  pela 
elevação  dos  salários,  conseguindo  vantagens  successivas,  sem 
que  o  processo  económico  faça  sentir  os  seus  eífeitos.  A  acção 
collectiva  conseguiu,  portanto,  mesmo  sem  o  caracter  do  phe- 
nomeno  jurídico,  desviar  o  curso  dos  phenomenos  económicos; 
quem  sabe  se  chegará  a  manifestar-se  no  Direito,  em  geral,  e 
particularmente  no  direito  de  propriedade? 

Convém  attender  ao  regimen  da  propriedade  predial  na  Ingla- 
terra e  cm  França.  Na  Inglaterra,  os  usurpadores  normandos  e 
seus  descendentes,  apoderando-se  por  conquista  da  totalidade  do 
solo,  produziram  os  latifúndios.  Em  França,  passados  séculos, 
a  absorpção  dos  bens  da  realeza  e  do  clero  pela  burguezia  re- 
volucionaria trouxe  comsigo  o  fraccionamento  do  solo. 

Foi,  pois,  o  regimen  da  propriedade  que  precedeu  e  deter- 
minou o  processo  económico. 

O  materialismo  histórico  estabeleceu  outra  these  que,  se  bem 
seja  verdadeira,  contende  com  a  doutrina  fatalista.   É  a  da  lueta 


i'i  K.  Makx.  Das  Kapital. 
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de  classe.  Segundo  esta  lei  sociológica,  a  maior  pai  te  dos  factos 
sociaes  são  o  resultado  e  a  manifestação  da  lucla  incessante  das 
diversas  classes,  impellida  cada  qual  pelo  seu  móbil  económico. 
«A  historia  da  sociedade  que  existiu  até  hoje  — escreveram 
Makx  e  EnGKLS  no  celebre  manifesto  do  partido  communista  — 
é  a  historia  de  uma  lucta  de  classes.» 

Essa  lucta  é  assim  caracterisada  por  Spencek:  «O  egoísmo 
dos  indivíduos  conduziu  ao  egoísmo  das  classes  e  produziu,  não 
só  os  esforços  individuaes  para  cada  um  apropriar  uma  parte 
exaggerada  dos  productos  da  actividade  social,  mas  também 
um  esforço  collectivo,  tendente  ao  mesmo  fim.  As  tendências 
aggressivas  que  assim  se  desenvolvem  em  cada  classe,  devem 
ser  contrabalançadas  pelas  tendências  igualmente  aggressivas 
nas  outras  classes.»  (') 

A  lucta.  de  classe,  no  seio  do  regimen  social,  corresponde 
exactamente  á  lucta  das  diíferentes  partes,  órgãos,  tecidos  e 
cellulas,  que  se  fere,  sem  cessar,  em  todos  os  organismos,  como 
demonstrou  Wilhelm  Roux. 

Jellinek  considera  de  importância  capital  para  o  conheci- 
mento do  Estado  a  doutrina  sociológica  especial  das  classes,  a 
que  chama  classes  económicas.  «A  razão  disto,  diz,  está  inteira- 
mente no  facto  de  muitas  vezes  ser  a  sociedade,  comprehen- 
dida  assim,  um  campo  em  que  a  desigualdade  dos  indivíduos 
se  manifesta  pela  maneira  mais  evidente.  Esta  desigualdade  é 
precisamente  uma  das  causas  principaes  de  todas  as  relações 
sociaes  de  dependência  e  das  relações  jurídicas  do  poder  pu- 
blico; portanto,  este  ramo  de  sciencia  social  está  em  connexão 
intima  com  a  doutrina  do  Estado.»  (2). 

Vilfkedo  PoretO  considera  a  lucta  de  classe  como  lucta  de 
elites,  trabalhando  paia  se  supplantarem  unias  ás  outras  (3); 
mas  é  preciso  distinguir  dois  casos: 

1.°  Se  na  lucta  de  elites  cada  qual  se  apoia  na  sua  própria 
classe  social,  essa  lucta  representa  apenas  o  órgão  que  synthe- 
tisa  e  coaduna  a  vontade  collectiva.  A  lucla  é,  pois,  neste  caso, 
um  aspecto  superficial  da  lucta  de  classes. 

2.°  Se  a  lucta  de  elites  se  ferir  no  seio  de  uma  mesma  classe 
social,  o  esforço  de  uma  classe  contra  as  antagonistas  repre- 
senta uma  variação  secundaria  do  phenomeno  principal. 

Assim,  a  suecessão  das  diíferentes  elites  no  seio  da  burguezia 


(')  H.  Sprnceh,  The  study  of  sociology. 

(2)  G.  Jellinek,  L'Etat  moderne  et  sou  droit,  1911. 

(3)  V.  Poketo,  Les  systemes  socialistes,  1903. 

Vol.  ix  —  N.°  1 
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revolucionaria,  durante  o  período  mais  agitado  da  Revolução 
franceza,  e  a  conflagração  das  diversas  elites  no  seio  do  actual 
partido  socialista  não  alteram  a  substancia  do  facto  principal, 
que  é  um  phenomeno  histórico  grandioso  e  fundamental. 

A  despeito  dessa  luctn  de  classes,  o  materialismo  histórico  não 
nega  a  existência  das  aspirações  individuaes,  isentas  do  inte- 
icnm'  material,  affirmando,  todavia,  que  essas  aspirações  não 
assignalam  unia  collectividade  consciente,  com  interesses  eco- 
nómicos homogéneos. 

Da  mesma  maneira,  o  materialismo  histórico  admitte  certas 
aspirações  ideaes  collectivas  e  a  efficacia  delias  sobre  as  massas 
populares,  embora  sejam  o  que  chama  inslinctos  sociaes,  como: 
a  fé  religiosa,  o  ódio  de  raça  e  outros  semelhantes.  As  classes 
chamadas  conscientes,  isto  é,  aquellas  cujos  membros,  segundo 
a  definição  de  KlDD,  teem  a  faculdade  de  proceder  concertados 
sob  a  influencia  da  razão,  servem-se  desses  instinctos  collectivos 
para  conduzir  as  massas  á  consecução  dos  próprios  fins,  dos 
quaes  derivam  vantagens  económicas,  mais  ou  menos  directas. 

lia  quem  negue  que  existem  sempre  essas  vantagens,  como 
móbil  exclusivo,  e  argumenta-se  principalmente  com  a  actual 
legislação  protectora  das  classes  operarias;  mas  quem  assim 
argumenta  esquece  que  uma  classe  pode  ter  peso  considerável 
para  se  fazer  valer.  Isso  observou-se  sempre  outrora,  nos  re- 
gimens absolutos,  como  hoje  se  nota  nos  representativos. 

Lokia  demonstrou  que  da  lucla  entre  os  dois  partidos  poli- 
ticos  clássicos  inglezes,  o  conservador  e  o  liberal,  um  repre- 
sentante dos  interesses  da  grande  propriedade  predial  e  o  outro 
dos  da  giande  industria,  resultaram  uma  série  de  actos  legisla- 
tivos e  de  medidas  favoráveis  ás  elasses  operarias,  com  o  intuito 
de  alcançar,  uni  e  outro,  o  apoio  dessas  classes. 

IN-lo  diverso  peso  das  differentes  classes  pode  explicar-se  o 
desenvolvimento  e  a  decadência  suecessiva  de  certas  doutrinas 
económicas,  jurídicas,  ethicas,  philosophicas,  etc. 

\  contradicção  fundamental  do  materialismo  histórico  resalta 
a  hxla  a  luz,  quando  se  observa  que  elle  proclama  a  lueta  das 
classes,  como  lei  suprema  da  Historia,  c  nega,  ao  mesmo  tempo, 
que  a  acção  das  (lasses  possa  modificar  o  direito  da  proprie- 
dade c  as  instituições  jurídicas  e  possa  exercer  acção  efficaz 
sobre  o  curso  do  processo  económico,  ao  qual  marca  uma  evo- 
lução autónoma  e  fatal. 

O  materialismo  histórico  cabe  em  manifesta  contradicção 
quando  proclama,  por  um  lado,  (pie  a  lueta  das  classes  é  a 
lei  suprema  da  Historia,  sendo  cila  que  faz  a  Historia,  e  quando 
nega,  por  outro  lado,  que  a  acção  dessas  classes  possa  alguma 
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vez  Ler  eflieacia  determinante  sobre  o  uso  do  processo  econó- 
mico, o  qual  tem  de  seguir  a  sua  evolução  autónoma  e  fatal, 
sem  ter  que  attender  á  acção  directa  sobre  os  phenomenos  eco- 
nómicos, e  sem  ler  que  olhar  a  quaesquer  modificações  no  di- 
reito de  propriedade  e  nas  instituições  jurídicas,  em  geral. 

Idêntico  vicio  de  origem  leve  o  marxismo,  com  a  previsão 
fatalista  da  implantação  próxima  e  summaria  de  um  regimen 
económico  sem  explorados  e  sem  exploradores.  Heside  ahi,  sem 
duvida,  a  causa  da  crise  do  partido  socialista  de  lodos  os  paizes. 

O  que  é  certo,  todavia,  é  que  a  lei  da  lueta  de  classe  cons- 
titue  uma  das  mais  bellas  conquistas  da  sciencia  sociológica, 
porque  lhe  trouxe  a  possibilidade  da  previsão — fim  supremo 
de  toda  a  sciencia  (') 

Em  muitos  casos,  bastará  examinar,  por  exemplo,  que  classes 
sociaes  veriam  os  seus  interesses  favorecidos  e  quaes  veriam  os 
seus  interesses  prejudicados  por  qualquer  acção  social  eventual, 
tal  como  uma  guerra,  uma  modificação  no  direito  de  proprie- 
dade, uma  lei,  ou  qualquer  outra  medida,  e  observar  qual 
desses  dois  grupos  de  classes  é  preponderante,  qual  tem  mais 
peso  como  factor  sociológico,  para  poder  prever,  com  toda  a 
certeza,  se  esse  acontecimento  teria  ou  não  logar. 

Para  essa  previsão  ser  mais  perfeita,  torna-se  indispensável 
completar  a  lei  sociológica  da  luela  de  classe,  atlendendo  ás  leis 
(pie  governam  as  variações  dos  pesos  respectivos  das  diversas 
classes  sociaes  e  estudando,  em  seguida,  as  leis  que  regulam  as 
diversas  maneiras  de  actuar  dessas  classes. 

Paia  determinar  a  efficacia  social  de  qualquer  grupo  de  indi- 
víduos são  factores  importantes:  1.°  o  grau  de  perfeição  da 
consciência  collectiva  do  grupo-,  2.°  a  sua  potencia  económica; 
3.°  o  numero  de  seus  componentes. 

O  grau  de  perfeição  da  consciência  collectiva  depende,  po- 
rém, de  outros  elementos,  nem  todos  de  natureza  económica, 
que  complicam  consideravelmente  o  phenomeno  (2). 

A  acção  collectiva  é  intermitente,  porque  reclama  o  accordo 
entre  muitos  indivíduos;  o  phenomeno  económico  é  contínuo  e 
modifica-se  constantemente.  Effectivamente,  a  toda  a  hora  mu- 
dam, por  exemplo,  o  preço  das  matérias  primas  e  dos  pro- 
duetos  manufacturados,  segundo  as  condições  do  mercado. 
Existem,   é  certo,   os  accordos  feitos  nas  reuniões  de  compra- 


(')  E.  Rignaxo,  La  sociologie  dam  le  Coitrs  de  philosophie  positive  de 
Auguste  Comte,  1902. 

(2)  E.  Rtgxano,  Di  un  socialismo  in  accordo  coita  dottrina  económica  li- 
herale,  1901. 
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dures  e  vendedores  de  uma  mesma  mercadoria,  saliindo  d  essas 
combinações  uma  certa  fixidez  nos  preços;  existem  também 
accordos  entre  as  organisações  de  trabalhadores  e  emprezarios 
capitalistas,  accordos  de  que  resulta  estabilidade  nas  condições 
da  mão  de  obra.  Os  phenomenos  económicos  tendem,  todavia, 
a  romper  essa  fixidez,  tanto  mais  quanto  é  certo  que  de  um  lado 
está  a  vontade  ágil  de  um  só  individuo,  o  capitalista-emprezario, 
e  do  outro  a  vontade  de  uma  collectividade  numerosa  que  não 
pôde  actuar  tão  promplamente. 

Que  o  digam  as  Trade-Unions,  as  quaes  teem  de  por  em 
movimento  um  mecanismo  complexo,  sempre  quê  lhes  cumpre 
tomar  deliberações  um  pouco  importantes. 

É  certo  que,  desde  que  uma  classe  adquire  o  peso  numérico 
para  exercer  influencia  determinante  sobre  os  phenomenos  ju- 
rídicos, volta  para  esses  phenomenos  a  sua  acção.  Poderíamos 
citar  muitos  casos,  em  abono  desta  affirmação;  mas  basta  re- 
ferir-nos  ao  direito  de  propriedade,  que  é  o  mais  importante, 
em  razão  da  sua  efficacia  para  determinar  ou  modificar  o  curso 
dos  phenomenos  económicos. 

Na  preponderância  relativa  das  diversas  classes  sociaes  ha 
oscillações,  correspondentes  a  alterações  fundamentaes  no  peso 
das  difíerentes  classes,  alterações  que  representam  verdadeiras 
revoluções,  revoluções  aliás,  em  geral,  pacificas. 

Assim,  por  exemplo,  as  profundas  modificações  do  regimen 
da  propriedade  predial,  que  a  Inglaterra  se  viu  forçada  a  con- 
ceder á  Irlanda,  e  a  adopção  de  impostos  de  suecessão,  de 
cada  vez  mais  elevados,  tanto  na  Inglaterra,  como  nas  colónias 
inglezas  da  Austrália  e  da  Nova  Zelândia,  dos  quaes  resulta  a 
participação  da  eolleclividade  nos  bens  particulares,  em  caso 
de  herança,  são  t\pos  de  revoluções  pacificas. 

Vimos  três  maneiras  principaes  pelas  quaes  se  manifesta  a 
acção  social  das  difíerentes  classes,  a  saber:  l.a  sobre  o  phe- 
nomeno  económico;  2.a  sobre  o  phenomeno  jurídico;  3.a  sobre 
o  direito  de  propriedade. 

Considerando  estes  três  systemas,  estabeleceu-se  uma  lei,  a 
(pie  usa  chamar-se  lei  dos  três  estádios  consecutivos  da  acção  col- 
lectiva  que  se  resume  assim: 

—  «A  suecessão  dos  três  diversos  modos  da  acção  social  de- 
pende do  crescimento  gradual  do  poder  da  classe  que  lhe  per- 
mitia passar  por  graus  do  systema  menos  efficaz  para  o  systema 
m;iis  efficaz. í 

Existem,  é  certo,  algumas  noções  sobre  o  grau  diverso  da 
efficacia,  em  relação  aos  phenomenos  económicos.  Desde  que 
essas    noções    se    completem    e   aperfeiçoem,    ter-se  ha    definido 
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inteiramente  a  lei  sociológica  da  lucla  de  classe,  e  o  novo  poder 
da  previsão  da  phennmenalidade  sociológica  augmcntará. 

Essa  lei  servirá  paia  exprimir,  no  futuro,  a  marcha  das  di- 
versas classes.  Quando  isso  succeder,  a  arte  politica,  na  accepção 
elevada  da  palavra,  isto  é,  dos  homens  cpie  dirijam  os  negócios 
públicos,  ou  das  elites  que  estejam  á  frente  das  diversas  classes, 
poderá  assentar  cm  bases  verdadeiramente  scientificas,  como 
COMTE  desejava  ardentemente. 

À  theoria  dos  factores  da  realidade  social  é  muito  complexa, 
sem  duvida.  A  propósito  da  critica  do  livro  de  E.  de  Marinis, 
Sistema  di  Sociologia  Naturale,  concezione  dei  mondo  sociale, 
chegou  a  escrever-se,  no  Annêe  Sociologique:  «Qualquer  tenta- 
tiva, como  o  materialismo  histórico,  ou  a  theoria  da  imitação, 
feita  para  explicar  a  evolução  social  pela  acção  de  uma  causa 
única,  é  và  e  deve  ser  posta  de  parle.»  (*) 

Resumindo,  podemos  concluir"  que  o  materialismo  histórico, 
apesar  dos  seus  numerosos  exaggeros  e  da  sua  flagrante  con- 
tradicção  fundamental,  tem  grande  importância  no  progresso 
da  sciencia  sociológica  e  representa  uma  fecunda  concepção  do 
espirito  humano. 

O  materialismo  histórico  contribuiu  poderosamente  para  reunir 
nessa  sciencia  três  grandes  disciplinas  que  antes  estavam  des- 
conjunctas:  a  Economia,  o  Direito  e  a  Historia.  Essa  funeção 
proveio  de  um  grupo  de  circunstancias,  das  quaes  especia- 
li saremos : 

l.a  A  lei  fundamental  da  lueta  de  classe. 

2.a  O  relevo  que  deu  ao  móbil  económico,  como  propulsor 
social  por  exeellencia. 

3.a  A  importância  attribuida,  entre  todos  os  phenomenos  so- 
ciológicos, ao  phenomeno  económico,  por  muito  tempo  desco- 
nhecido ou  despresado. 

4.a  O  papel  activo  attribuido  aos  phenomenos  económicos 
na  determinação  do  Direito,  derivando  d'este  facto  o  reconheci- 
mento da  acção  inversa  dos  phenomenos  jurídicos  na  deter- 
minação dos  phenomenos  económicos. 

5.a  Finalmente,  a  explicação  que  procurou  dar  a  todos  os 
phenomenos  sociológicos,  actuaes  e  passados. 


(l)  UAnnée  Sociologique,  5.°  anuo,  1900-1901. 


SUR  LA  VIE  ET  LOEUVRE  DE  PEDRO  NUNES 


PAR 


Rodolphe  Guimarães 

Commandant  chi  génie 


1.  Parmi  les  portugais  du  xvie  siècle  qui  se  sont  rendus  illus- 
tres  dans  les  scienees  mathématiques,  la  première  place  reyient 
sans  contredit  au  Dr.  Pedro  NUNES,  dont  la  célébrilé  a  fixe 
1'attenlion  de  tous  les  mathématiciens. 

PEDRO  NUNES  est  plus  connu  par  le  nom  latim  de  NONIUS  ou 
NONNIUS.  II  est  aussi  renommé  sons  la  forme  espagnole  Nunez 
(Pont  écrit  ainsi:  NICOLAU  ANTÓNIO,  La  Grande  Encyclopêdie 
Française,  The  Encyclopaidia  Britannica,  ÍVLJIOBITZ  CANTOR,  et 
bien  d'autres  écrivains).  MONTUCLA  écrit  Nugnez,  pour  imiter 
probablement  la  pronontiation  du  n  espagnol.  Weidler,  Ca- 
passo,  Moréri,  Bailly,  Delambre,  La  Lande,  et  De  Zach, 
parfois,  écrivent  Nunnez.  Ces  dcux  dernières  formes  sont 
tout-h  fait  erronnées  et  n'ont  jamais  été  en  usage  réel. 

La  forme  la  plus  en  usage  aneiennement  était  NUNEZ  (ainsi 
écrivent:  Damião  de  Góes,  Duarte  Nunes  do  Leão,  F.  Leitão 

FERREntA,  STOCKLER,  De  ZACH,  parfois,  CARLENCAS,  CHAU- 
VENET,  LarOUSSE,  etc.)  et  on  trouve  écrit  de  cette  manière  sur 
le  front  de  son  célebre  Tratado  da  Sphera.  Aussi,  dans  tous 
les  documents  concernant  ce  célebre  mathémalicien,  existanls 
aux  \rcliiv«'^  Nationaux  (/Torre  do  Tombo),  dont  parle  SOUSA 
VITERBO  dans  ses  Trabalhos  náuticos  dos  portugueses  (Parte  i, 
Lisboa,  1898,  pp.  225-230),  on  trouve  Nunez.  AujouroVhui  on 
écril  Nunes. 

2.  II  faut  ne  pas  confondre  ce  célebre  mathématicien  et  cosmo- 
graphe  avec  un  autre  Dr.  Pedro  Nunes,  sou  contemporain,  mais 
pi"  Vedor  ou  provedor  da   Fazenda  da  índia  en    1520  (*) 


i1)   Da  Ásia  <1<  Joio  de  Barros,  Década  terceira,  Parte  l.a,  Lisboa,  1777' 
p.  325. 
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(c'est-à-dire,  inspecteur  des  Pinances  aux  [ndes)  et  plus  tard 
Desembargador  et  en  1536  Reitor  (Recteur)  de  1'Universilé  de 
Lisbonne,  le  dernier  recteur  avant  son  transférement  en  1537 
a  Coimbre. 

Cet  autre  Dr.  PEDRO  NUNES  ayant  été  Recteur  de  la  mème  Uni- 
versité  ou  le  mathématicien  Dr.  Pedro  NUNES  a  été  professeur 
quelques  années  auparavant  ( 1 530-1 532),  la  confusion  entre  les 
deux  Pedro  Nunes  est  três  facile,  et,  en  eflet,  bien  des  écri- 
vains  sont  tombes  en  erreur,  lei  que  VARNHAGEN  (Historia  geral 
<lo  Brasil,  Rio  de  Janeiro,  t.  I,  1854),  La  Grande  Encyclopêdie 
t.  XXV,  p.  1Í0),  2.°  VlCOMTE  DE  SANTARÉM  (Opúsculos  e  Es- 
parsos, Lisboa,  1910,  t.  i,  p.  313),  Bibliotheca  lusitana  escolhida 
(Lisboa,  1876,  p.  71),  Moritz  Cantor  (Vorlesungen  úber  Ge- 
schichle  der  Mathemalik,  Leipzig-,  t.  II,  1892,  p.  357),  Nouvelle 
biographie  universelle  publiée  par  MM.  Firmin  DlDOT,  frères, 
sous  la  direction  de  M.  le  Dr.  HOEFER,  Paris,  t.  xvxvni,  1862, 
p.  361,  etc,  croyant  que  le  célebre  mathématicien  a  élé  aux 
Indes  et  a  visite  les  colonies. 

M.  Pinheiro  Chagas  dans  son  Diccionario  Popular  (Lisboa, 
t.  ix,  1881,  p,  239),  a  releve  l'erreur  de  VARNHAGEN.  Plus  tard 
M.  le  Dr.  THEOPHILO  Braga,  dans  son  Historia  da  Universidade 
de  Coimbra  (Lisboa,  1892,  t.  i,  p.  359)  a  mis  en  évidence  Ia  mème 
erreur  daprès  ce  que  Pedro  Nunes,  lui-mèine,  écrit  dans  son 
Tratado  en  defensam  da  carta  de  marear  (Lisboa,  1537,  foi.  63  v.° 
inu)y  savoir:  «Bem  sey  quam  mal  sofrem  os  pilotos  que  fale  na 
índia  quem  nunca  foy  nella :  e  pratique  no  mar  quem  nelle 
nam  entrou». 

Frappé  de  ce  passage,  M.  le  general  Brito  Rebello  écrit: 
«Admira  um  tanto  que  VARNHAGEN  não  attentasse  n'esta  pas- 
sagem, quando  transformou  o  cosmograpbo  em  Vedor  de  Fa- 
zenda na  índia»  [Livro  de  Marinharia.  Datado  da  agulha  de 
marear  de  JOÃO  DE  LISBOA,  ete. ,  Lisboa,  1903,  Introd. , 
p.  xxx). 

Tout  récemment,  toutefois,  les  motifs  de  confusion  ont  dis- 
paru  tout  à-fait  h  la  suite  de  la  publication  d  une  três  interes- 
sante note  de  M.  le  Dr.  LUCIANO  PEREIRA  DA  SlLVA,  sous  le 
litre:  «Os  dois  Doutores  PEDRO  NUNES»,  insérée  à  la  Revista 
da  Universidade  de  Coimbra  (Coimbra,  t.  u,  1913,  pp.  216-253), 
(d'après  laquelle  la  biographie  de  P.  NUNES  a  été  évidemment 
purifiée),  note  complétée  par  une  autre,  sous  le  mème  titre,  et 
dans  le  mème  recueil,  ou  l'on  trouve,  par  la  première  fois, 
1'autograpbe  de  la  signa  tu  re  du  célebre  mathématicien,  avec 
des  documents  comprobatifs. 
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3.  De  loul  temps  le  nom  de  Pedro  NUNES  a  été  justement 
célebre  par  les  mathématieiens  les  plus  éminents. 

Nous  n'allons  pas  transcrire  les  passages  élogieux  pour  Pedro 
NUNES,  que  nous  connaissons;  toutefois  nous  croyons  de- 
voir  eruprunter  1'apprécialion  que  M.  Moritz  CANTOR  en  íait 
(loc  cit.,  p.  356):  «Portugal  hietet  fiir  den  gleich  bemesseven 
Zeitraum  weniger  und  zugleich  mehr:  einen  einzigen  Namen, 
abei  ais  Tráger  desselbeir  einen  IMann,  der  die  Wissenschaft 
um  mehrere  fruchlbare  Gedanken  bereiebert  hnt,  Pedro  Nunez, 
laternisch  Nonius.» 

Daus  les  sciences  mathématiques  ses  eonnaissances  s'éten- 
daienl  depuis  les  trava  ux  des  géomètres  grecs  les  plus  remai  - 
quables,  tels  qu'APOLLONius,  Archimède,  Théodore  et  Mexe  - 
LAUS,  jusqu'à  ceux  de  ses  eontemporains;  dans  la  eosmograpbie 
depuis  la  composition  mathématique  (Almageste)  et  la  géogra- 
phie  de  CLAUDE  PtolÉmee  et  les  ouvrages  de  Plixe  et  de 
StbABON,  jusqu'aux  écrits  des  astronomes  et  des  géographes 
du  moveu  àge  et  aux  trava  ux  des  eosmograpbes  génois  et  ma- 
jorquins.  Mais  Pedro  NUNES  ne  s'est  pas  borne  à  cultiver  la 
science  puré,  ses  recherches  et  études  furent  notamment  diri- 
gées  dans  le  seus  de  leur  application  à  la  eosmograpbie  et  à  la 
navigation  (*). 

4.  Issu  d'une  famille  juive  (2),  Pedro  Nunes  est  né  a  Alcácer 


(l)  Cest  Pedro  Nunes,  lui-même,  qui  le  declare  dans  son  Tratado  em 
defensam  da  carta  de  marcar,  au  chapitre  «Como  se  tomara  a  altura  do 
polo  em  todo  o  tempo  que  ouuer  sol»  (foi.  79  v.°,  inu.) :  «E  porque  ate 
ora  '>  mais  do  tempo  fuy  doente:  &  o  dito  regimento  q  assi  escreui :  tinha 
idade  de  algua  mais  decraraçâo  pêra  se  poder  praticar  ho  não  co- 
muniqu  \  a  todos:  posto  q  meu  desejo  sempre  fosse  &  he:  tirar-se  de  mi- 
nhas letras  algum  frueto  pêra  esta  arte  de  nauvegar». 

{'•)  Nous  avons  découvert  dans  sra  ouvrage  de  >l'israelite  Joseph  bel 
Mi  i.m;<>.  mathématicien  crétois,  ce  détail  iutéressant  que  nous  n 'avons  pas 
trouvé  reprodait,  Bauf  dans  uno  noto  de  M.  Steinscjineider  (Mathematik 
bei  den  Juden),  ínsérée  au  t  ix  der  Abhandlungen  zur  Geschichte  der  Ma- 
thematik  (B  G  Teubner,  Leipzig),  que  M  Joaquim  Bensaude  nous  avait 
communiquée. 

En  effet,  dei  Medico  dans  sou  livre:  Mangjan  Gannin  (ouvrage  extre- 
mement  rare,  écril  en  hebreu  el  existanl  á  la  Bibliothèque  de  lUniver- 
sité  dAmsterdam),  Amsterdam,  L629,  p.  122,  dit:  «Pedbo  Nunes  mathé- 
maticien distingue  d'origine  israelite,  observa  le  1  octobre  1541  le  coeur 
etc  L'observation  du  coeur  du  Scorpion  (Atitares)  est,  en 
effet,  racontée  par  Pedro  Nunes  dans  De  Crepusculh  liber  vaus  (Olyssi- 
ponne,  1542  .  propositio  \\  (Longitudinem  crepusculi  indagare),  (foi.  43  r.° 

foi    13  \  ".  inu). 

1>"U1'  rendre  cnini.tr  de  la  iraleur  de  la  déelaration  de  Medico,  M.  Ben- 
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do  Sal(1j  en  1502.  Cest  Pedro  Nunes,  lui-méme,  qui  1'avoue 
dans  son  Traité:  De  ar  le  ai  que  ralione  navigandi,  etc,  1573  (In 
theoricas  planelarum  GEOKGII  Purbaciiii  annotaciones),  p.  135: 
«Exempli  gratia  sit  anno  Domini  1502  quo  ego  natus  suin  darum 
tempus  60  dierum,  opor  teatq;   .  .  .». 

On  ignore  le  nom  des  aseendants,  ou  des  parents,  de  Pedro 
NUNES,  les  recherches  que  nous  avons  faites  Ih  dessus  ayant  été 
absolument  infruetueuses. 

II  a  étudié  les  langues,  la  philosophie  et  la  medicine  à  l'Uni- 
versité  de  Lisbonne,  ou  il  reçut  le  grade  de  docteur  dans  cette 
dernière  faculte. 

Pedro  NUNES  venait  à  peine  d'ètre  reçu  bachelier,  lorsqu'il 
fut  appelé,  le  4  décembre  1529,  à  la  régence  d'une  chaire  de 
philosophie  morale  à  1'Université  de  Lisbonne,  pour  prendre 
aussi,  ensuite,  la  direction  de  celle  de  logique  (15  janvier  1530), 
et  enfin  de  celle  de  métaphysique  (2),  durant  une  année. 


saúde  a  jugé  utile  de  rechercher  à  quelle  source  ce  mathématicien  crétois 
a  pu  se  documentei*.  Les  recherches  qu'il  a  effectué,  et  qui  confirment  l'af- 
firmation  de  Medigo,  se  trouvent  résumées  dans  son  remarquable  livre: 
Uastronomie  nautique  en  Portugal  à  1'époque  des  grandes  découvertes,  Bern, 
1912,  pp.  59-61. 

(!)  «Foy  sua  Pátria  Alcácer  do  Sal,  já  Cidade  Emperatoria,  chamada  Sa- 
lada em  tempo  dos  romanos,  cujo  antiquíssimo  esplendor,  sepultado  entre 
fragmentos  de  ruínas,  só  Pedro  Nunes  com  o  seu  nascimento  e  illustre  nome 
pode  restaurar  e  sobir  a  mayor  gloria,  como  diz  o  eruditíssimo  Resende, 
no  Commentario  ao  segundo  livro  do  seu  Poema  de  S.  Vicente  Martyr 
(Annot.  41,  pag.  mihi,  46),  fallando  de  Salada.  Nunc  Alcassar  Salis  votacur, 
urbs  nostro  tempore  non  admodum  dará  nisi  dvem  haberal  Petrum  Nonnium 
Mathematicum  cumpriríeis  nobilem.»  (Francisco  Leitão  Ferreira,  Notidas 
chronologicas  da  Universidade  de  Coimbra,  Lisboa  Occidental,  1729,  l.a  parte, 
p.  492). 

Dans  les  ouvrages  de  Pedro  Nunes,  imprimes  par  António  Maris  à 
Coímbre,  tant  qu'il  était  vivant,  1'auteur  de  chaque  Traité  était  toujours 
designe  par  Petrus  Nonius  Salaciensis  (Diogo  Barboza  Machado,  Biblio- 
theca  Lusitana,  Lisboa,  1752,  t.  m,  p.  606). 

Dans  Timpression  faite  à  Bale  des  ouvrages  de  Pedro  Nunes  (Opera, 
1566  et  1592)  on  a  aussi  adopte  la  même  désignation,  aiusi  que  1'avait 
aussi  adopte  Luiz  Rodrigues,  à  Lisbonne,  en  1542. 

(2)  Voyez  pour  des  détuils  les  «Notas  inéditas  de  Francisco  Leitão  Fer- 
reira ás  Noticias  chronologicas  da  Universidade  de  Coimbra»  (O  Instituto, 
Coimbra,  1/  série,  t.  xiv,  1871,  pp.  280-281). 

Stoçkler,  Ribkiro  dos  Santos,  et  d'autres  qui  out  suivi  ce  dernier,  affir- 
ment  érronément,  à  ce  que  nous  croyons,  que  Pedro  Nunes,  après  avoir 
pris  le  titre  de  Docteur  en  m«''diciue  àl' Uni  verei  té  de  Lisbonne,  s'estrendu 
à  Salamanque,  ou  il  a  étudié  les  sciences  mathématiques,  et  ayant  été  ap- 
pelé en  152(J  par  le  roi  Don  Joio  III  pour  rentrer  eu  Portugal,  il  fut  chargé 
de  la  régence  d'un  cours  d'arts  à  l'Université  de  Lisbonne  dans  les  années 
de  1530,  1531  et  1532. 
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Toujours  désireux  de  nouvelles  connaissances  il  étudia  les 
Mathématiques  dans  lesquelles  il  esl  devenu  professeur  éminent. 
Pedro  Nunes  fut  aussi  nommé  cosmographef4),  par  décret  du 
16  novembre  15-29,  avec  20:000  H.s  (reaes)  cTappointements 
par  an,  titre  que  ltii  accorda  Don  João  III,  comme  prix  de  son 
mérite. 

Deux  années  après,  le  13  aoút  1541,  Don  Joio  III  augmenta 
de  20:000  l>.  (reaes)  ses  appointements  de  eosmographe  (2). 
Plus  tard,  le  22  décembre  1547,  il  fut  promu  grand-cosmographe 
aux  appointements  de  50:000  R.s  (reaes)  annuels  (3). 

5.  A  mi  cerlain  moment  PEDRO  NUNES  quitta  1'Université 
de  Lisbonne,  mais  il  continua  cependant  a  résider  dans  cette 
ville,  ci  ou  le  voil  figurer  encore,  comine  examinateur,  aux 
examens  prívés  de  Luiz  Nunes  de  Santarém,  le  16  novembre 
de  1535,  .:i  II  niversité  de  Lisbonne,  et  de  MANOEL  de  No- 
ronha, le  21  janvier  1537,  a  1'Université  qui  venait  cTètre 
transféréc  à  ( toiímbre  |  ' ). 

Pedro  Nunes  se  rendit  en  suite  à  Salamanque  (5),  d'ou  il  nc 
revint,  h  ce  quil  parait,  qu'en   1544  (6)  sur  1'inviiation,  dit-on, 


(')  Ârchivo  da  Torre  do  Tombo,  Liv.48,  da  Chancelaria  do  Senhor  Rey 
D.  João  III  a  foi.  120  v.° 

(-)  S.  i  ba  Vitebbo,   'Trabalhos  náuticos  dos  portugueses  nos  secu7os  xvi  e 
.wii.  Lisboa,  Parte  i,  1898,  p.  225. 
i3í  Sousa  Vitebbo,  idem,  pp.  225-226. 

i1)  Le  transfèrement  pour  Coimbre  eut  lieu  le  28  novembro  1537.  Le 
dernier  Recteur  à  Lisbonne  a  été  1'autre  Dr.  Pedro  Nunes,  Vedor  aux 
fades,  dont  nous  avona  pari/-,  et  le  premiei-  Recteur  à  Coimbre  a  été  Don 
(íaki  ia  d' Almeida. 

\ '    ■  ■     :  O  Instituto,  I.ère  gérie,  t.  xrv,  1871,  p.  281. 
(•'i   Fraxcibco  Carneiro  Pigueiroa,  dans  sa  «Memoria  da  Universidade 
.  publiée  dans  VAnnuario  da  Universidade  de- Coimbra,  declare 
celui    de    1'année    1876-1877    (pp.   227-228)   le  suivant,  concernant 
Pedro  Ni  neb,  lors  de  la  ré  forma  tion  de  1544,  étanl  recteur  Don  Agostinho 
H  -li  oiit  entre  pour  1'Université  beaucoup  de  profcsseurs  nouveaux: 

"I-  para  ler  Mathematica  Pedro  Nunes  hum  dos  mais  doutos  homens  que 
houve  n'ests  Bciencia  n'aquelle  tempo,  e  ainda  no  presente  fazem  os  Pro- 
rand     estin  açào  «las  suas  obras,  era  medico  de  profissão, 
estudou  na  Universidade  de  Lisboa  aonde  tomou  o  grau  de  Doutor  n'aquella 
faculdade  <•  foi  lente  de  Lógica  no  anuo  de  1530  e  nos  dois  seguintes  de 
hysica,  jubilou  na  Cadeira  de  Mathematica  de  que  se  lhe  passou 
i  em  1<  de  Março  de  1562;  e  porque  tinha  feito  muitas  faltas  na  Ca- 
deira,  porque   El- Rey   o  occupava   muitas  vezes  no  seu  serviço,  lhe  fez 
'•'  *«       ' '    S       itiÃo  a  mercê  de  que  Be  lhe  levassem  em  conta  para  a  sua 
jubilaçfto  os  trca  annos  <\<>  Philosophia  que  tinha  lido  em  Lisboa»,  etc. 
\  i  y.  i  aussi:   Nicolau  de  Santa  Maria,  Cronista  da  Ordem  dos  O 


do  Patriarchado  de  8.  Agostinho,  2.»  parte,  Lisboa,  1668,  liv.  *10 
cap   ií..  n     16,  17  e  18  (pp.  296-297). 
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de  Dou  João  III,  pour  entrer  comine  professear  a  1'Université 
de  Coimbre. 

F.  DE  ('astro  Freire(4J  et  d'autres  écrivains,  affirment  que 
Pedro  Nunes  a  été  professeur  aussi  à  1'Université  de  Salamanque, 
ce  qui  n'est  pas  vrai,  car  on  ne  trouve  pas  sou  aom  dans  la 
liste  des  professeurs  de  celte  Universilé  au  xvie  siècle  (2). 

Francisco  de  Santa  Maria  publiant  une  liste  des  portugais 
qui  ont  fait  des  cours  dans  plusieurs  Universités  de  l'Europe(3), 
on  y  voit  (jue  dans  celle  de  Salamanque  figurent  38  professeurs 
portuga  is,  mais  pas  Pedko  Nunes.  En  mathématique  on  voit 
seulement  RAPHAEL  NOGUEIRA,  et  en  astrologie,  un  seul  aussi, 
Gabriel  Gomes. 

Le  Comte  de  Ficalho  (4)  relie  le  séjour  de  Garcia  da  Orta 
à  Salamanque  avec  celui  probable  de  Pedro  Nunes,  sou  con- 
temporain,  mais  sous  une  forme  assez  vague,  comine  il  1'avoue, 
car  il  lui  manquaient  des  dates  et  des  données  precises. 

Cependant,  cVaprès  Taffirmaiion  de  F.  Leitão  Ferreira  (5j, 
nous  croyons  bien  qu'il  y  a  été,  sinon  comine  étudiant,  au 
moins  comine  assistant  ou  audileur  des  leçons  des  professeurs 
de  mathématiques.  Sans  doute  Pedro  Nunes  voulait-il  saisir 
1'occasion  de  frequentei'  le  milieu  scientifique  dune  Université 
si  célebre  h  cetle  époque-lh  (G). 


([)  Memoria  histórica  da  Faculdade  de  Mathematica,  Coimbra,  1872,  p.  11. 

(2)  Aux  archives  de  1'Université  de  Salamanque  on  ne  trouve  non  plus 
de  trace  du  passage  de  Pedro  Nunes  comme  étudiant. 

Don  Alejandro  Vidal  y  Días  dans  sa  Memoria  histórica  de  la  Uniucr- 
sidad  de  Salamanca  (Salamanca,  1869,  pp.  244,  412-502)  a  dressé  une  liste 
de  savants  qui  ont  été  à  Salamanque,  ou  figurent  au  xvie  siècle  24  portu- 
gais, mais  pas  Pedko  Nunes,  nonobstant  que  M.  Teophilo  Bkaga  ayant 
transcrit  dans  le  t.  i  de  son  Historia  da  Universidade  de  Coimbra  (pp.  oli7- 
369)  cette  liste,  augmentée  de  Árias  Pínhel  (du  xvne  siècle)  et  de  Garcia 
da  Orta,  célebre  botaniste,  par  confusion  avec  Don  Vicente  Garcia  de  la 
IIuerta  (xvine  siècle),  en  y  fait  figure  r,  de  sa  seule  autorité,  Pedro  Nunes 
et  Manuel  Nunes  Santarém  ! 

(3)  Anuo  histórico,  Lisboa,  t.  n,  1744,  pp.  120-122. 

('')  Garcia  da  Orta  e  o  seu  tempo,  Lisboa,  1886,  pp.  lí)-20. 

(5)   O  Instituto,  l.ere  série,  t.  xiv,  1S7L,  p.  281. 

(,;)  «Durante  todo  el  sigloxvi  brilló  tanto  la  Universidad  de  Salamanca, 
que  ninguna  otra  la  aventajaba  en  célebres  maestros  y  discípulos  escla- 
recidos. Su  fama  cuudia  por  todo  el  orbe,  y  á  ella  acudian  pontífices  y 
reys  siempre  que  necesitaban  resolver  alguna  cuéstion  cientifica,  politica 
ó  religiosa.  La  ciudad  de  Salamanca,  se  consideraba  como  el  empório  de 
las  letras  y  ciências  en  la  vasta  monarquia  espaíiola;  y  con  sus  27  Colé- 
gios, sus  25  Conventos  los  más  de  ellos  adscriptos  á  la  Universidad,  sus 
7000  estudiantes  de  las  mejores  famílias  naturales  y  extranjeras,  la  per- 
fección  de  ensenanzas,  la  nombradía  de  sus  maestros  y  escritores,  la  gloria 
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Ce  fait  nous  porte  h  croire  que  Pedro  Nunes  aura  passe 
peut-étre  quelque  lemps  à  Salamanque  (4). 

II  paraitrait  aussi  cPaprès  certains  Índices  (-)  que  le  grand- 
cosmograplie  aurait  frequente  1'Université  d'Alcalá  de  Henares, 
(!.■  nième  que  sou  compatriote  Garcia  da  Orta.  Toutefois, 
les  recherches  faitcs  aux  arcbives  de  eette  aneienne  Université, 
aujourd'hui  reunis  à  ceux  de  1'Université  centrale  de  Madrid, 
nniii  pas  abou  ti  li  cette  conclusion.  A  notre  avis  si  P.  Nuxes  a 
été  Ah  a  lá,  ce  fut  dans  les  mèmes  eonditions  qu'il  aurait  été  à 
Salamanque. 

6.  Comme  professeur  à  1'Université  de  Coímbre,  Pedro 
Ni  m;s  tit  dans  la  courte  période  1544  (3)  à  1562  (4),  on  sait 
avec  (juel  éelat,  1'enseignement  des  sciences  mathématiqaes. 

Personne  ne  déploya  plus  de  zele  que  lui  pour  faire  briller 
les  ma théma tiques  cn  Portugal,  de  telle  sorte  qu'on  peut  le 
regarder  comme  leur  véritable  restaurateur,  oíi  il  n'oublia  rien 
pour  les  faire  prospérer. 

Chef  (Técole  il  eut  la  satisfaetion  d'avoir  des  disciples  qui 
nl  fail  honneur  a  son  enseignement.  Les  plus  remarquables 
furenl   les  infants  Don  Luiz  et  Don  EÍENEIQUE  (5) *,    le  P.   Cla- 
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de  bus  claros  varones,  estavo  á  la  altura  dei  papel  que  desempeiiaba  la  na- 
ción  en  el  teatro  dei  mundo.»  (Discursos  íeidos  ante  Ia  Real  Academia  de 
las,  físicas  y  naturales  en  la  recepción  pública  dei  rxemo.  sr. 
í).  \,  [8CLO  Fbrnàbdez  Vaii.ix,  .Madrid,  1893,  p.  279). 

I1)   L<>  professeur  Don  Cecilio  Kueda   de  la  Faculte  des  sciences  do 

I' Université   Centrale  de  Madrid,   est  aussi   de  notre   avis   («Pêro  sigo 

creyendo,  como  v  .  que  Nunez  estuvo  en  Salamanca»,  Lettre  du24mai  1913). 

i\  M.  le  I>r.  Duarte  Leite  qui  a  ainsi  interprete  un  passage  quil 

a  lu  dana  an  ouvrage  de  Nuhes,  sans  pouvoir  aujourd'hui  le  retrouver. 

(3)  <  Mi  lui  a  passe  «provisão»  le  16  octobre  .104.-4. 

[*)  II  a  été  pensione,  ou  mis  en  retraite,  par  ordonnance  du  4  février 
1562. 

I  en  effet,  professeur  de  mathématiques  des  fils  du  roi  Don  Ma- 

■obl,  lei  infants  Don   Luiz   et   Don   Benbiqub  (cardinal  et  roi   ensuite), 

d'aprèfl  ce  qui  affirme:   Damião  de  Gobs  {Chronica  do  Senhor  Rey  D.  Ma- 

>oa,  1749,  parte  i,  eap.  10,  foi.  mihi.  p,  L03,  col.  2),  Cumte  de  Vi- 

Vida  'I '  Infanti   D    Luiz,   Lisboa,  1775,  p.  4)  en  ce  qui  concerne  le 

premier  de  cea  infants,  -i   Pedbo  Numes  luí-même  dans  son   Tratado  en 

■  a'  i       marear  (foi.  79  v."  inu.)  et  dans  la  dédicace  du  Traité 

' '    '  >lyssiponne,  1542,  foi.  1 )  au  roi  Don  Joio  m,  en  ce  qui  cou- 

nd,  el  encore  Ahtomio  Mabib  dans  la  dédicace  au  roi  Don  Se- 

"  M"'  precede  1'ouvragi    de  Pedbo  Nunes:   De  Arte  atque  ratione  na- 

mbricsB,   1573,  p.  I),  au  sujet  des  deux  infants  précités.  Du 

touchait  10:000  KV     reaes)  comme  professeur  de  l'in- 

1  '"*  ' '  ;  le  décèfi  de  celui-ci  lemême  traitement  lui  futmain- 
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VIUS  (*),  qui  est  devenu  plns  tarei  si  célebre  à  point  d'ètre 
surnommé  1'Euclide  du  xvi°  siècle;  Fr.  Nicolau  Coelho  do 
Amaral,  frère  de  la  Trinité  et  le  premiei*  recteur  de  son  Col- 
lège  à  Coimbre  (2);  Don  JOÃO  de  Castko  (3),  vice-roi  de  1'Inde 
et  le  premier  en  date  et  un  des  plus  remarquables  océano- 
graphes  (4),  et  mème,  selon  ANTÓNIO  MARIS  (5),  le  roi  Don  Se- 
bastião. 


tenu  par  décision  du  roi  Don  JoÃo  III  du  26  juin  1556  (Sousa  Viterbo, 
loc.  cit.,  p.  226).  Plus  tard,  le  14  novembre  1564  le  roi  Don  Sebastião  lui 
accorda  la  grâce  de  léguer  à  sa  femme  les  40:000  R.s  (reaes)  surmentionés, 
ainsi  que  quatre  muids  de  blé  (Sousa  Viterbo,  loc.  cit.,  pp.  228-229). 
Nonobstant,  Diogo  Kopke  dans  le  livre  :  Primeiro  roteiro  da  costa  da  índia 
desde  Goa  até  Dio:  narrando  a  viagem  que  fez  o  vice- Rei  D.  Garcia  de 
Noronha  em  soccorro  d'esta  ultima  cidade,  1538 1539,  por  D.  João  de  Cas- 
tro, 1813,  pp.  249-250,  ne  croit  pas  que  1'infant  Don  Luiz  ait  êtó  élève, 
dans  le  vrai  sens  du  mot,  de  Pedro  Nunes,  car  le  décret  que  lui  accorda  la 
pension  de  40:000  R.s,  ne  dit  pas  expressement  si  les  services  que  le  grand 
cosmographe  avait  rendus  à  1'infant  étaient  dans  la  qualité  de  son  profes- 
sem- de  mathématiques,  et  aussi  Diogo  Kopke  ne  trouvait  dans  les  écrits 
de  Pedro  Nunes  aucune  allusion  à  1'infant  Don  Luiz,  comme  son  eleve,  tandis 
qu'il  la  trouvait  par  rapport  à  1'infant  Don  Henrique,  à  laquelle  nous  faí- 
sons  mention  ci-dessus. 

Le  doute  de  Diogo  Kopke  semble  en  tout  cas  n'avoir  pas  1'importancc, 
d'après  les  affirmations  faites  par  des  contemporains  de  Pedro  Nunes,  tels 
que  António  Maris,  1'éditeur  de  la  plupart  des  ouvrages  du  grand-cosino- 
graphe. 

{l)  Né  à  Bamberg  en  1537,  il  appartenait  à  la  Compagnie  de  Jesus;  il 
fut  envoyé  à  Coimbre  par  ses  supérieurs,  pour  étudier  les  mathématiques 
comme  disciple  de  P.  Nunes.  Plus  tard  il  se  rendit  à  Rome,  ou  il  professa 
les  mathématiques  pendant  les  vingt  dernières  années  de  sa  vie  avec  grand 
éclat,  et  fut  chargé  parle  pape  Grégoire  XIII,  en  1581,  de  la  réformation 
du  calendrier  romain,  s'en  acquittant  avec  succès.  (W.  Luhrs,  Zeitschrift 
fiir  Vermessungswesen,  Stuttgart,  3.a  série,  t.  xxxix,  1910,  p.  215).  Pendant 
son  séjour  á  Coimbre,  Clavius  eut  1'occasion  de  faire  1'observation  de 
1'éclipse  totale  de  Soleil  du  21  aout  1560  (Christophori  Clavii  Bamber- 
gensis,  In  spheeram  Ioannis  de  Sacro  Bosco,  Lvgdvni,  1607,  p.  594). 

(2)  11  était,  en  1'absence  de  Pedro  Nunes,  le  suppléant  à  la  chaire  de 
mathématiques. 

(^)  II  fut  1'ami  de  1'infant  Don  Luiz,  avec  lequel  il  échangea  plusieurs 
lettres.  C?est  lui  qui  essaya,  lors  de  ses  voyages,  les  méthodes  que  Pedro 
Nunes  avait  inventées  pour  détermincr  la  variation  de  1'aiguille  aimantée. 

(à)  Les  résultats  qu'il  a  obtenus  sont  encore  aujourd'hui  cites  avec  éton- 
nement  et  louange  par  les  spécialistes  les  plus  distingues,  en  tenant  compte, 
bien  entendu,  de  1'état  de  la  science  et  des  moyens  dont  on  disposait  à 
cette  époque.  (Voyez  :  Hellmann,  Zeitschrift  der  Gesellschaft  fur  Erdkunde 
zu  Berlin,  t.  xxxn,  1879,  p.  112). 

(5)  Dans  la  dédicace  surmentionnée  à  Don  Sebastião  dit:  «&  tu  tandê 
Rex  inclyte,  ejusdc  doctrinã  probes,  ac  matheinatica,  pra3ceata  libenter  au- 
diaso. 
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7.  Après  que  PEDRO  NUNES  eut  pris  la  retraile  (1562),  il 
continua  h  vivre  à  CoXmbreí1).  Sou  éloignemenl  de  la  Cour, 
après  \  avoir  été  professeur  tles  infants  et  du  roi  lui-méme,  est 
attribué  par  Don  JERONYMO  Osório,  évèque  de  Silves,  à  des 
suggeslions  des  Peres  de  la  Compagnie  de  Jesus  (s). 

Cependant,  |)lus  tard,  en  1572,  Dou  Sebastião  linvita  à 
fixer  résidence  auprès  de  lui,  au  Palais  royal,  pour  profiler  de 
ses  grandes  lumières. 

D'après  M.  le  general  Brito  Rebello,  le  roi  Don  Sebastião 
chargea  alors  le  grand  cosmographe  de  proceder  à  la  reforme 
des  poids  el  mesures  (3),  et  aussi  de  Ia  régence  d'urie  chaire  de 
mathéma tique  pour  1'inslruction  des  pilotes  (4). 

Tenanl  compte  des  Irais  que  Pedro  Nunes  devait  faire  pour 
pouvoir  résider  ;>  la  Cour,  le  roi  lui  a  fait  donner  80:000  R.s 
reaes  par  an,  pendant  deux  années,  à  partir  du  11  octobre 
1572,  ou  Pedro  Nunes  a  quitté  Goimbre  (&). 

On  ne  sait  pas  de  façon  precise  combien  de  temps  Pedro 


(')  Six  uns  après  (le  19  mai  1508)  ordre  fut  donné  pour  que  la  somme 
de  50:000  B.a  /reaes)  (appointeinents  de  grand-cosmographe)  et  celle  de 
40:000  li.  «reaes)  (pension  dont  nous  venons  de  par^er)  fussent  payées  à 
Pedro  Ni  kes  des  revenua  de  la  ville  de  Co'imbre  (Sousa  Viterbo,  loc.  cit., 
{..  229). 

(2)  I  ).iiis  une  lettre  écrite  au  P.  Lriz  Gonçalves  da  Camará  par  Don  Je- 
boxymo  Osobio,  évêque  de  Silves  et  historien,  on  lit:  «Julgarom  todos  que 
a  esse  fiiii  Be  ordiram  essas  teas,  e  que  a  isso  tirou  sempre  a  desejosa  di- 
ligencia  de  Vossa  Reverencia  de  lançar  d'apar  d'ElRei  todas  as  pessoas  de 
que  El  Rei  fazia  gosto,  até  Pedro  Nunes,  cosmographo-mor :  porque,  tomado 
1.1  Um  á  fome,  como  agora  dizem  que  está,  noin  podesse  gostar,  se  nom  de 
Vossa  Reverencia,  ou  cousa  sua;  nem  haver  quem  prestasse  se  nom  os  que 
procedessem  d'essa  fonte.»  (F.  B.  Garção  Stoeler,  Ensaio  histórico  sobre 
igem  e progressos  das  mathemaiicas  em  Portugal.,  Paris,  1819,  p.  150). 

i  >)  Livro  de  Marinharia.  Tratado  da  agulha  de  marear  de  Joio  de  Lis- 
boa, ipiado  e  coordenado  por  J.  I.  de  Brito  Rebello,  Lisboa,  1903, 
[ntroducçío,  p.  xxxi,  Nous  n'avons  pas  trouvé  nullepart,  sauf  dans  cetou- 
vrage,  que  Pedro  Nunes,  sons  Don  SeeastiÃo,  ait  efféctué  la  réformation 
el  mesures. 
Le  grand-cosmographe  avait,  on  effet,  que  «ler  aos  pilotos  e  gente 
do  mar  A  dita  mathematica  e  lhe  dará  lição  e  examinará  as  cartas  e  estro- 
m entoe  de  marrai-, ,.  L'exÍ8tence  de  cette  chaire  déjà  au  temps  de  Pedro 
\  i  .  se  trouve  prouvée,  bien  qu'indirectement,  d 'après  un  document  con- 
cernanl  Joio  Baptibi  i  Lavanha,  suecesseur  de  P.  Nunes,  publié  par  Sousa 
Vi  n  bbo  [loc.  cit ..  pp.  1  76-  177). 

uit  la  créatiou  de  cette  chaire,  ceux  qui  se  croyaient  connaisseurs 
,!''  1;l1"'  de  faire  ãet  marines,  tels  que  António  Martins,  Luiz  Tei- 

■'  IRAi  ete  -  ■.  Viterbo,  loc.  cit.,  pp.  207  et  296),  passaient  un  examen 
devanl  Pedro  Nuneê  et  le  maitre  de  cartes,  pour  obtenir  le  diplome  res- 
pectif. 

\  V;n  bbo,  toe.  cit.,  pp.  229-230. 
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PÍUNES  séjourna  à  Lisbonne,  mais  tout  porlc  à  croire  qu'il  n'y 
a  pas  résidé  plus  de  deux  ans,  póur  revenir  à  Coimbre,  oú 
selon  toute  probabilité  il  passa  les  derniers  jours  de  sa  vie(-). 

8.  Pedro  Nunes  épousa  Isabel  Tavares  dom  il  eut  des 
fi Is  et  des  filies  (3).  Des  premiers  sont  connus  APOLLONIO  NU- 
NES^), nòm  que  peut-être  son  père  lui  a  donné  en  homniage 
au  célebre  géomètre  APOLLONIUS  de  Perga,  et  Pedro  Ayres  (4). 
Des  filies  on  ne  connait  que  Dona  Guiomar  NUNES,  qui  vivait 
à  Coimbre  avec  son  père,  plus  connue  par  le  sobriquet  de 
a  da  cutilada  («eelle  de  Testafilade»,  en  franeais),  par  le  íait 
d'avoir  donné  1111  coup  de  eanif,  en  présenee  de  1'évèque  de 
Coimbre  Dou  Manoel  de  Menezes,  sur  le  visage  d'un  jeune 
bomme,  son  voisin,  qui  avait  manque  a  la  promesse  de  1'épouser. 
Elle  entra  ensuite  au  Monastère  de  S.la  Clara  dont  1'abbesse 
était  la  saíiir  de  l'évèque  mentionné  (3). 

Ccs  faits,  qui  se  sont  passes  entre  1573  et  1578,  ont  fait 
grand  bruit,  étant  Dona  GuiOMAK  ehantée  par  Pedro  NUNES, 


(!)  Dans  une  biographie  de  Pedro  Nunes,  assez  soignée,  parmi  celles 
qui  ont  paru,  exception  faite  de  petites  in corre ctions,  on  donne  le  grand- 
cosmographe  décédé  à  Coimbre  (D.  Felipe  Picatoste  y  Rodriguez,  Apuntes 
para  una  Biblioteca  cientifica  espahola  dei  siglo  xvi,  Madrid,  1891,  p.  218). 
Aussi  le  donne  décédé  à  Coimbre  Martin  Fernandez  Navarrete  (Disser- 
tacion  sobre  la  historia  de  la  náutica  e  de  las  ciências  matemáticas,  etc, 
Madrid,  1816,  p.  174).  On  verra  plus  loin  (p.  13)  la  vérité  sur  ce  point. 

(2)  Par  décret  du  21  octobre  1537  fút  faite  la  grâce  par  Don  Sebastião, 
à  qui  épouserait  une  des  filies  du  grand- cosmographe  Pedro  Nunes,  d'un 
emploi  dans  le  royaume  ou  dans  1'lnde.  Ce  décret  resta  sans  eííet,  car  cette 
grâce  fut  remplacée  par  un  emploi  de  controlem*  (contador J  dans  le  dépar- 
tcment  (comarca)  d'Elvas  (Sousa  Viterbo,  loc.  cit.,  pp.  226-227). 

(3)  «A  22  de  março  de  1560  fez  D.  Sebastião  mercê  a  Apollonio  Nunes, 
filho  do  nosso  cosmographo,  moço  da  real  Camará  e  em  serviço  na  índia, 
do  cargo  de  escrivão  da  feitoria  de  Barçaim. 

«Cinco  annos  depois,  a  26  de  janeiro,  era  elle  nomeado  para  os  cargos 
de  feitor  e  thesoureiro  da  cidade  de  Cochim.»  (Sousa  Viterbo,  loc.  cit., 
pp.  227  228). 

(4)  «Em  carta  de  23  de  fevereiro  de  1569  deu  D.  Sebastião  a  Pedro 
Ayres,  escudeiro  fidalgo,  filho  de  Pedro  Nunes,  cosmographo-mór,  os  cargos 
do  feitor  e  alcaide-mór,  provedor  dos  defuntos  e  vedor  das  obras  de  Bo- 
çaim.»  (Sousa  Viterbo,  loc.  cit.,  p.  230). 

(5)  Duarte  Nunes  do  Leão,  Descripção  do  Reino  de  Portugal,  Lisboa, 
1610;  Cap.  89  «Do  valor  e  animo  de  molheres  portuguezas»,  p.  147  v.° 
Aussi,  Damião  de  Froes  Perym,  T/teatro  Heroino  abecedario  histórico,  e  ca- 
talogo das  mulheres  illustres  em  armas,  letras,  acçoens  heróicas,  e  artes  libe- 
raeSj  t.  i,  Lisboa  occidental,  1736,  393-395. 

M.  Simões  de  Castro  a  écrit,  tout  réceinment,  des  articles  intéressants 
à  ce  propôs  [Dyonisios,  Coimbra,  1912;  pp.  30-32,  105-108). 
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lequel  dans  les  moments  de  loisir  composait  des  vers,  et  éerivit 
des  sonnets  qu'il  dédia  à  eette  occasion  à  sa  filie.  Ces  sonnets 
ont  été  reunis  par  JOAQUIM  IGXACIO  DE  FREITAS  et  publiés  à 
Coímbre  en  1826  (*). 

L 'une  des  plus  célebres  chansnns  qui  eoururent  a  Coimbre, 
a  u  x\  i"  siècle,  intitulées  da  cutilada,  adressée  a  Dona  Guiomar, 
se  trouve  publiée  sous  le  n.°  1078  no  Cancioneiro  poituguez  da 
Vaticano,  du  Dr.  TiiEOPHlLO  BRAGA,  Lisboa,   1878,  p.  205. 

V 

(A  suivre.J 


D'après  Ihooencio  P.  da  Silva  ( Diceinnario  bibliographico,  Lisboa, 
f.  'vi  1",n-  P  86)  le  titre  de  cel  opuscule,  ost  le  Buivant:  «Dona  Guiomar, 
ll,li:l. ''"  doutor  Pi  N;  m  is  sobre  a  cutilada  que  deu  em  Coimbra;  ex- 
trahidoa  de  um  antigo  manuscripto  em  4.°,  em  que  miscellaneamente  se 
ncolligidaa  muitas  peças  enricas  em  prosa  e  verso,  pelo  próprio  punho 
do  collector  Gil  Ni  ni  b  Lalo,  contador  das  Contas  do  Reino  e  Casa,  so- 
brinho do  desembargador  D.  ibtb  Ni  nes  do  LbÍo.»  2.a  edição,  Coimbra,  na 
K.  Lmpr<  asa  da  l  Diversidade,  1826,  4.°  de  12  p 


ESPOSIZIONE  Dl  UNA  TEORIA  DEI  RADICALI  MODULARI 
SECONDO  DANIEL  AUGUSTO  DA  SILVA 

POR 

C.  Ala  si  a  De  Quesada 


Âlcuni  anni  addietro  1'lllustre  Direltore  di  questa  ottima 
Hivista  ha  voluto  farmi  1'onore  di  pubblicare  in  essa  un  mio 
studio  sul  matemático  portoghese  Daniel  Augusto  da  Silva. 
Ho  in  essa  mostralo  a  qual  punto  fossero  giunte  le  di  lui  ri- 
cerche  sulle  congruenze,  su  quelle  binomie  particolarmcnte,  dopo 
Gauss,  Eulero,  Lagrange  e  Legendre.  I  procedimenti  per 
giungere  alie  soluzioni  di  variati  problemi  sui  numeri,  le  dimos- 
trazioni  di  teoremi  fondamentali  sono  nella  Memoria  di  Da  Silva 
assolutamente  nuove ;  i  metodi  piu  semplici  e  diretli.  —  Pre- 
metterò  intanto  un  breve  cenno  su  alcune  congruenze  parti- 
colari  per  poter  poi  esporre  con  chiarezza  maggiore  una  teoria 
dei  radicali  modulari  ai  Da  Silva  dovuta,  elegantíssima  teoria 
ehe  la  lunga  malattia,  la  morte  iminatura  banno  impedito  ai 
grande  geometra  portoghese  di  condurre  a  termine. 

1.  Useremo  le  notazioni  seguenti: 

çp  (N)  ad  indicare  il  numero  di  numeri  primi  non  maggiori 
di  N  e  primi  con  questo(1): 


Bibliografia.  —  Gauss:  Disquisitiones  Arithmeticae:  a  lui  è  dovuto  il 
segno  ==.  Per  notizie  sulle  ricerche  dei  suoi  predecessor!  può  vedersi  1'opera 
di  Gauss  ora  citata  (art.  28,  38,  44,  50,  56,  76,  93)  ed  anehe  H.  J.  S.  Smith, 
art.  1-14  dei  suo  Report  on  the  Theory  of  NumLers  (Iieports  of  British 
Assoe. ,  1859).  —  Eulero:  Solulio  probíematis  arilltmetici  .  . .  (Comment. 
Petrop.,  vil,  1740):  Comment  a  túmes  Arithmeticae,  i,  pag.  11  e  seg.  —  La- 
gkange: Sur  la  solution  des  problemes  indetermines  da  seeond  degré  (His- 
toire  de  VAc.  de  Berlin,  1767,  pag.  165  c  seg.  Veggansi  puré  le  sue  addizioni 
alia  traduzione  francese  delTAlgebra  di  Eulero.  —  Legendre,  Recherches 
(TAnalyse  indéterminée  (Histoire  de  VAc.  jRoij.  des  Sciences,  1787,  pag.  465 
e  seg.  Cfr.  puré:  Dikichi.et-Dedekino :  Zahlentheorie,  £§  3:2-52. 

(l)  Questa  notazioue,  è  noto  a  tutti,  è  quella  di  Eulero,  Theoremaia 
Vol.  ix  —  N.°  2  1 


w 


p(N)  il  minimo  coniun  múltiplo  di  cp  (aa),  cp(£P),  y(c{) 

essendo  N  =  aa£M.  ', .  .,  e  <p  (</y),  íl  numero  dei  numeri  primi 
con  aa  e  non  maggiori  di  esso,  come  gia  detto; 

VIYY)  ad  indicare  il  massimo  numero  di  radiei  ehe  possono 
soddisfare  una  data  congruenza. 

Consideriamo  da  prima  la  congruenza 


x 


=  r,     (mod.  N;: 


Gauss  lia  dato  un  método  di  risoluzione  molto  semplice:  siano 
Hi  >-2,  n,   .  .  .  .,  rm  dei  numeri  ausiliari  ehe  soddisfino  alie  con- 


gruenze 

ò.c, d. .  .  .Z.ri==  1,     (mod.  a), 

a.c.d.  .  .  J.r%  =  1 ,     (mod.  £), 

d.b.c.  .  .  ,k.rm=  I ,      (mod.  /), 
allora, 

x  =  bcd .  .  .l.ou\-\-ac(l '.  .  ,/.fi/*2+.  •  «~f  abc.^.k .\rm     (mod.  N), 

essendo, 

?v.»'3.  •  •  .rTO—  N. 

2.  Consideriamo  ancora  la  congruenza 

bx  =  r     (mod.  N). 

La  prima  risoluzione  di  essa  è  dovuta  a  Bachet  DE  Mezikiac 

e    ritrovasi   nei    suoi   Ptoblemesplaisanls,  etc.  —  Eulero  (Mem. 

delVAcc.   di  Pietroburgo,   t.  Vil)  ne  ha  dato  una   risoluzione  ri- 

corrcndo  ai  método  degli  indetermina  ti,  cLagkange,  notando  (*) 

a  ragione,    (lie  col    método   di  Eulero   si  venivano  a  determi- 

b         N 
nare  le  ndotte  delia  frazione  — ,  o  — ,  ne  concluse  la  soluzione 

generale 


bx  —  N#  =  ±  r. 


Arithmetica,  nova  methodo  demonstrata  (Commcn.  Kov.  Peirop.,  viu,  1760» 

,  1  ,.  Beg.  —  8ilvb8teb  asa  invece  scrivere  ~(n)  e  lo  dice  il  totitni 

.li  a   Hei  Philosophical  Magazine,  aprile  1882,  pag.  252  ecc,  e  settembre 

530  e  Beg.   sono  delle  tavole   dei  valori  di  <e  (n)   e  2®  (n)  fino 

ad  n       L0Ò0.  '  v  '  w 

(l)  Histoire  de  VAc.  de  Berlin,  1707,  pag.  17ç  c  seg. 


Un  migliore  procedimento  fu  poi  studiato  da  Poinsot  basan- 
dosi  su  di  un  método  già  segnalato  da  LaGKange.  Formate  le 
successive  potenze  b,  b'1,  P,  .  .  .  . ,  si  sostituisce  a  ciascuna  il  suo 
residuo  mínimo  seeondo  il  modulo  N,  e  íino  a  giungere  ad  una 
potenza  Ô"J=  I  (mod.  N).  Allora  è  x  —  bw—l.  II  numero  m,  che 
indica  il  numero  di  operazioni  da  eseguire,  non  può  esser  inag- 
giore  di  cp  (N).  Questo  procedimento  non  ha  però  vantaggio 
pratico  se  non  nel  caso  m  =  cp  (N). 

Quando  b  è  positivo  e  b  ed  r  primi  tra  loro,  la  congruenza 
in  parola  ammette  una  risoluzione  diretta.  Siano  x' ,  x"  due  so- 
luzioni,  cioè  sia 

bx'  =  r-,     bx1'  =  /• : 
se  ne  deduce 

b(x"  —  x')  =  Q, 

e  (x"  —  x')  è  divisibile  per  N.  Tutte  le  soluzioni  sono  dunque 
comprese  nella  formula 

x  ==  x'  -f-  sN, 

essendo  2;  un  numero  qualunque. 
Le  radiei  di 

&c  =  r,      (mod.  N) 

sono  congrue  rispetto  ad  N,  e  reciprocamente,  e  poichè  gran- 
dezze  congrue  possono  considerarsi  equivalenti,  si  può  dire  che 
questa  congruenza  ha  una  sola  radice  e  scrivere 

x  =  x'     (mod.  N). 
Poichè  è 

4f(N)sí,      è,      rb'nW)  =  r, 

e  ponendo, 

abbiamo, 

bx'  s  r, 
e  perciò,  in  generale, 

3.   Consideriamo  ora  la  congruenza  binomia  generale 
(1)  </#»  =/^     (mod.  N). 

Siano  N  ed  n  numeri  qualunque,   primi  o  no:    siano  però   q 
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cd  N  primi  fra  loro:  se  essi  avessero  iin  m.  c.  d.  <7>  1,  la  (1) 
sarebbe  possibile  solo  se  p  fosse  mulliplo  di  d.  Se  poi  q,  p  ed  N 
avessero  un  m.  c.  d.,  i  quozienti  di  essi  per  quest'ultimo  sa- 
rebbero  evidentemente  primi  fra  loro.  È  necessário  suppore 
inoltre  q  e  p  primi  fra  loro,  giacchè  se  essi  avessero  «un  na.  c.  d. 
rf,  essendo  q  ed  N  primi  fra  loro,  il  d  sarebbe  primo  con  N  e 
sarebbe 

~dx  -  d' 

La  congruenza  (1)  può  facilmente  ridursi  ad  avere  1'unita  per 
coefficente  dei  primo  membro:  basta  moltiplicarla  per  ^(0(N— 1), 
indicando  con  o  (N)  il  m.  c.  m.  di  u°\  bê,  <?',  ...  ed  essendo, 
come  prima,  N  =  aaórc*\   ...,  e  Da  Silva  allora  trova 

(2)  x*  =  pq   CN-D. 

Le  radiei  di  (1)  son  quelle  di  (2),  e  reciprocamente,  la  radiei 
di  questa  soddisfano  quella,  giaeehè  da  (2),  moltiplicando  per  q, 
deducesi  (1).  Basta  poi  risolvere  la  congruenza 

(3)  z"  =  r,     (mod.  N). 

4.  Per  trovare  le  radiei  di  (3),  scomponiamo  n  nei  suoi  fat- 
tori  primi,  71  =  721.712.713....,  per  modo  che  essendo 

*F  (ti)  =J(ni)¥  (713)^(713) 

saiii 


SB 


/il/  11. 1  /  B3 


V"V7- ...»-. 


<•  perciò   si  ottiene  il  valore  di  x  risolvendo  le  suecessive  con- 
gruenze 

nelle  quali  ognuno  dei   numeri  x\,  x-2 ,  x})—\,  ad  esem- 

pio   '       •    una  delle  radiei  delia  congruenza  cl\e  la  precede, 


x^P-{q-\)  « 


Xq-\, 


\  dimostrare  le  condizioni  necessarie  e  sufficenii  di  possibi- 
lita delia  3  m  GauSS  (O/k  cil  ,  §  lxiv):  per  tz-2  e  per  un 
modulo  poten/a    di    un    numero    primo  a  (implicitamente    sup- 
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posto  maggiore  di  2)  fu  Legendue  (O/j.  cie.,  t.  i,  pag.  291  c 
seg.):  egli  trovo  una  formula  clie  da  sempre  una  radice  di  (3) 
quando  è  noto  un  valore  che  la  soddisfa  secondo  il  modulo  «, 
e  dimostrò  inoltre  che  in  tale  ipotesi  la  (3)  è  risolvibile  rispetto 
ai  modulo  arj  quando  lo  è  rispetto  ai  modulo  a,  per  cui,  affinchè 
cio  avvenga,  per  la  condizione  di  GA.USS  dovrà  essere, 


a—í 


r 


.) 


(mod.  a). 


LegENDRE  riferisce  (3)  ai  modulo  2m  e  distingue  il  caso  di  r 
pari,  o  ?n==2,  da  tutti  gli  altri,  e  giunge,  con  calcoli  molto 
lunghi  e  penosi,  alia  condizione  di  risolvibilità 

r=l-f-J.8, 

che,  come  si  vedrà,  è  la  condizione  (13)  alia  quale  è  giunto 
Da  Silva  in  modo  diretto. 

Prima  che  questo  geniale  matemático  pubblicasse  la  sua  Me- 
moria, nulla  era  ancora  apparso  sulla  determinazione  dei  nu- 
mero di  radiei  di  (3)  per  un  grado  qualunque,  ad  eccezione  di 
cio  che  riguarda  il  caso  particolare  trattato  de  Gauss  per  r=l, 
ed  il  modulo  essendo  potenza  di  un  numero  primo.  —  Ho  gia 
ricordato  come  Legendre,  per  completare  l'esame  delia  possi- 
bilita   delia   congruenza   sc2  =  r,    suppone   che,   in   generale   sia 

N  =  #a£ÍV primo   con   r   e    trova  necessário  verificare  la 

possibilita  delia  congruenza  pei  moduli  aa,  br,  c', sueces- 

sivamente.  Considera  in  ultimo  il  caso  nel  quale  N  non  è  primo 
con  r. 

E  ancora  Gauss  che  il  primo  ha  determinato  i  casi  nei  quali 

íc°  =  r,  (mod.  N),  può  avere  una  radice  delia  forma  rV  (Op.cit., 
§  64  e  seg.)  allorchè  il  modulo  è  un  numero  primo. — Nella 
stessa  ipotesi  anche  I^OINSOT  (Refícctions  sur  les  príncipes,  etc, 
])ag.  97  e  seg.)  giunse  ad  una  buona  soluzione,  con  un  melodo 
però  nè  semplice,  nè  diretto.  —  II  Da  Silva  considera  invece 
il  problema  in  tutta  la  sua  generalità,  ed  il  suo  método,  piii 
diretto  e  piu  semplice  di  quelli  ai  quali  lio  accennato,  è  degno 
di  particolare  attenzione.  Egli  lo  fa  dipendere  da  nu  un  carattere 
primordiale  qual  è  quello  delTesistenza  di  un  valore  único 
di   /r,  rappresentabile  mediante  una  radice  deH'unità. 

4.  A  Da  Silva  è  pur  dovuta  una  rimarchevole  semplifica- 
zione  nel   supporre  /•  ed  N  primi  Ira  loro.    Se  essi  avessem  un 
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divisore  comune  d<  1,    e   fossero  a   e  ,3  i  gradi   delle  piú  alte 
potenze  di  d,  divisore  di  tali  numeri,  si  avrebbe  la  congruenza 

(4)  xn  =  uda     (mod.  Pd% 

e  si  sarebbe  condotti  a  considerare  Ire  casi: 

a)  a  =  fi  =  hn:  il  primo  membro  di  (4)  è*allora  divisibile 
per  dhn,  ed  è,  x  =  zdh,  cio  che  transforma  la  congruenza  data 
nelPallra 

e«  =  u     (mod.  P). 

b)  <x  =;  fi  =  hn -\-  ri:  essendo  rc'>0,  #<?i,  e  potendo  essere 
h  =  0:    facendo  allora  x  =  zdh+l,    la  (4)  si  trasforma   nell'altra 

dn~n'.zn  =u,     (mod.  P). 

Ora,  essendo  d  e  P  primi  fra  loro,  è  sempre  possibile  deter- 
minare  due  numeri  ^  e  òi  tali  che  abbiasi, 

ciò  che  riduce  la  congruenza  precedente  alTaltra, 

pt>P,  e  fi  =  /m:   1'ipotesi  x  =  zdfl  trasforma  (4)  nelTaltra, 

e"    -udrj-rí     (mod.  P). 

d)  «>p,  e  fl  =  /í7i  +  ^',  w'>0,  ri  <^n:  1'ipotesi  a?  =  £<-//'+1 
trasforma  (4)  ncllaltra, 

d^fmudP-f,     (mod.  P), 
e  se  è  n  —  ri^a  —  j3,  si  ha  la  nuova  congruenza, 

en  =  t«**-P-n-ft/. 

Qualora  poi  fosse  n  —  ri  =  a  —  p-f?,  si  potrebbero  determi- 
nai       i     i  per  modo  che 

«rf"-P  + BP</a~P  =  Mn"n', 

i  Í<m'\ 

w  +  SP=    MT, 
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cio  che  riduee  (5)  alia  nuova  congruenza, 

£«  =  òi     (mod.  P). 

e)  a  =  hn-\-f>:  faciamo  x  =  edh,  ed  abbiamo  che  la  (4)  ridu- 
cesi  a 

ê»==w,     (mod.  V(fi-a). 

f)  a  =  (/in-\-n'X$,  e,  w'>0,  n'^>n:  ponendo  £C  =  síP+1, 
la  (4)  si  trasíorma  nell'altra, 

^»— n'zn  =  u     (mod.  Pcfi~a)y 
congruenza  impossibile,  non  essendo  u  múltiplo  di  d, 

5-  Le  considerazioni  precedenli  valgono  per  ogni  divisore  d' 
co mune  ad  r  e  N,  per  cui  possiamo  concludere  che  la  con- 
gruenza (3)  è  sempre  riducibile  ad  unfaltra  nella  quale  tali 
numeri  sono  primi  tra  loro,   eccetto  il  caso  nel  quale,  essendo 

nella  data  congruenza  da  e  d?  le  potenze  piu  alte  dei  numero 
primo  d  divisore  di  /•  e  di  N,  è  j3>a,  quest'ultimo  numero  non 
è  múltiplo  di  n.  Allora  la  congruenza  è  impossibile. 

Supponiamo  r  primo  col  modulo :  ammessa  possibile  la  (3) 

e  posto,  in  generale,  N  =  aa.br.c* .  ,  .  . ,  sia  x'  una  qualunque 
delle  sue  radiei:  poichè  N  e  r  son  primi  ira  loro,  x  è  primo 
con  N.  —  Sia  anche  x"  una  radice  delia  stessa  congruenza:  po- 
tremo  sempre  determinara  due  numeri  ^i,  y%  tali  che, 

X"  -\-y{$=y<zx' 
cioè, 

x"  ==  y^x'     (mod.  N). 

Ora,  poichè  x"n  =  r,  x'n  =  r,  è 

x"n  =  y\nx'n  =  yznr  =  r, 
di  dove, 

(6)  3^=1, 

e  tutte  le  radiei  di  (3)  possono  venir  espresse  mediante  una 
delle  radiei  di  queste  congruenze,  di  x' ,  ad  esempio,  e  saro 
sempre  x  =  x'y<zl,  essendo  yi  una  qualunque  delle  radiei  di  (6), 
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radiei  che  son  pur  quelle  di 

(7)  yé'^\, 

ove  d'  sta  ad  indieare  il  m.  e.  d.  di  dt,  r/2,  (h,  ■  •  •  •,  massimi 
comuni  divisori  di  n  e  cp  (aa),  cp  (£?),  <p(<^),  ....  rispetti vãmente 
Qu indi  r/'  è  il  m.  c.  d.  fra  n  e  cp  (N). 

Concludendo  quindi,  se  (3)  ha  una  radice,  cc\  ne  ha  tante 
altre,  tuttc  distinte,  quante  ne  ha  la  congruenza  (7),  giacchè, 
se  ;/,  y"  fossero  due  radiei  dis tinte  di  (7),  non  sarebbe  x'y'=x'y" , 
poichè,  essendo  x  primo  eol  modulo,  si  avrebbe  y1  =y'',  contra- 
riamente  alPipotesi. 

6.  Possiamo  a  questo  panto  notare  ehe  se  nella  congruenza 
x'1  =r  (mod.  N),  essendo  d divisore  di  p(N),  sono  r/j,  rA,  r/3,  .  .  . 

primi   fra    loro,    è   d=  did^d^.  .  .  .,  e  —z-  è  primo  con  di,  —=-  è 

«1  d-2 

primo  eon  d-2,  ecc,    ed  allora,   qualunque    sia  la    seompozione 

d=  didid'.  .  .  . ,  è  sempre 

„,  d/  di/  eh/  '':;/  dnf    — 

Se  33^=1  ha  radiei  primitive,  o  se  r/|,  r/2,  r/3,  ....  sono 
primi  fra  loro,  cioè  se  ò  d—  d\d%d%.  .  .  . ,   e  perciò  l¥(d)  =  d{,  è 

Ponendo  d\d-ul\.  .  .  .dn~i  =  dPl  P ultima  eguaglianza  si  eangia 
nelPaltra 

x—  y .  v  1, 

quando  però  in  d\  non  sia  íattore  primo  aleuno  ehe  non  sia 
eontenuto  in  </„.  Questa  formule  tia  da  tutle  le  radiei  primitive 

1    in    v7'   sl  pignano  <]iiei  sou   valon  ehe  sono  radiei  primitive 

eorrispondenti.  Se  li  indiehiamo  eon  '/,yl,  saranno  radiei  pri- 
mitive {*) 

<s>  ^-tVl. 


11!  La  rappresentaiione  delle  radiei  primitive  mediante  (8)  colle  con- 
11  "'in  qui  ammease,  è  generalizzazione  di  un  teorema  particolare  che 


73 


Ricerchiamo,  infatli,  la  piu  piccola   potenza  chc  dh  xm  =  í: 
sia  8  il  m.  c.  d.  fra  dp  ai  m,  cioè  sia 

cíp  =  dPlò,     m  =  m  i  ò\     c/p  =  m  \ , 

numeri  primi  fra  loro:  è  allura 

/dp/dn/  t\m       dp1/  (dn/   .\i 


ove  è 

Ma  i  fattori  primi  di  dp  entrano  in  dn  e  in  nu,  per  cui  dpi 
e  mi  non  possono  esser  primi  se  non  è 

«V  =  i , 

cioè 

dp  =  § ;     m  =  mi ,     r/p  =  m%dnpp, 

da  cui  il  valore  mínimo,  m  —  dndpi. 

Inversamente,  perche  (8),  o  la  serie  di  estrazioni  dalla  quale 
dipende,  diano  lutle  le  radiei  primitive,  è  necessário  che  sia, 

(8')  y(dpdn)  =  dpy(dn). 

Se  tutti  i  divisori  primi  di  dp  non  sono  contenuti  in  í/n,  sia 
dp  —  dpidn'-  Tenendo  conto  dei  solo  dpi  abbiamo, 

cp  (dpdn)  =  <p  (dpidn'dn)  =  <p  (^</n)  =  cp  (dp'dnnç  (dn)J. 

Ma  per  (8') 

V(dpdn)  =  f/p^n'  cp  (^n), 
per  cui, 

dpt  =  y(dpr)% 


considera  il  caso  ncl  quale  il  modulo  N  è  primo  e  sono  r/t  =f/2  =  <i)  =  .  .  .  . 

=  dn  =  p   i   divisori   primi  dei   modulo  N  —  1.   Si  dimostra   inoltre,  (Cfr. 

Serket  :  Algebre  Supérieure)  che  tutte  le  radiei  primitive  delia  congruenza 

«et 
x  '==1  (mod.  N)  son  date  dalle  congruenze 

CCP  ^  1,       X?  =  Xi,      XP  =  #■>,       ..,.,       X?  =  Xy-i. 
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e  quindi,  se  p   non  è  1,  è,  in  generale, 

a«b*c? .  .  .  .  =  a"-*  *M  c1-1 .  .  .  .  (a  -  1 )  (b  -  1 )  (c  -  1) .  .  . 


e  dunque, 


abc....={a-b)(b-\){c-\) 


cguaglianza  assurda. 

fc  cosi  condizione  necessária  e  sufficente  perche  (8)  dia 
talte  le  radiei  primitive,  ehe  la  scomposizione  did^d?,.  .  .  .dn—\dn 
possa  farsi  in  modo  che  tutti  i  fattori  di  d^hdz.  .  .  .dn—\  entrino 
in  dn. 

7.  Indicheremo  col  símbolo  tyr  (mod.  N),  o  semplicemente 
p.on  J/r,  radicale  modulare,  cioè  radicale  nel  quale  la  quantità 
sotto  ai  segno  di  radice  può  essere  un  múltiplo  dei  modulo, 
una  qualunque  delle  radiei  delia  congruenza  (3),  cioè 

xn  =  r     (mod.  N), 

;»d  anche  uno  qualunque  dei  valori  interi  che  si  deducono  dal 

radicale  aritmético  "/  r  -\-  *N,  quando  t  è  un  numero  razionale  (*;. 

\\  perciò   J/l  una  qualunque  delle  radiei  delia  congruenza  ccm  =  l , 
c  si  ha  la  seguente  formula  risolutiva  delia  congruenza  (3), 

(9)  x  =  ,yr.mv/\. 

A  (juali  condi zioni  la  risoluzione  di  (3)  è  possibile  se  r  è  primo 
con  N?  poniamo  N  =  aa,  «^1  e  #>2:  perche 

(10)  x»  =  r     (mod.  aa) 

sia  possibile  è  necessário  che,  se  o  è  il  m.  c.  d.  fra  n  e  cp  (aa), 
c  se  ç  [aa)  a^i,  si  abbia 

(11)  rh=l. 


(l'  Queata  notasione  Pa  datada  Gauss:  essa  pone  in  evidenza  la  stretta 

tnãloçia   fra   li    proprieti  delle  radiei  delle  congruenze  con  quelle  delle 

toni  binomie.   roívsoi   (Mémoire  sur  les  applications  de  Valgebre  à  la 

det  nombrtê)  mostro  che  le  formule  che  danno  la  risoluzione  delle 

cquaxioni  binomie  Bono  ímmediatamente  applicabili  alia  risoluzione  delle 

ruenze  binomie. 
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Infatti,  ogni  radice  x!  di  (co)  dovendo  esser  prima  con  aa,  ed 
ed  essendo  eguale  a  pft,  si  ha, 

A  =  x'n?Jí  ==  2c"88i  =  «*?(flB)  =  1 . 

La  congruenza  (11)  esprime  la  condizione  necessária  e  suffi- 
cénte  perche  la  (10)  a  mm  et  ta  soluzioni. 

Sia,  infatti,  co  una  qualunque  delle  radiei  primitive  di  «#'* -)sl: 
si  può  scrivere  la  serie  indefinita 

my\    B«»     „,%,    

ed  il  primo  dei  termini  u/*^  che  darh 

sara  quello  che  corrisponde  a  /  =  §],  giacchè  dovendo  essere 

ty%  =  0,      (mod.  cp  (aa))  =  0     (mod.  ^i), 

ed  essendo  y  primo  con  àj,  il  piú  piccolo  valore  di  y  è  âi. 
Inoltre,  i  primi  <5i  termini  delia  serie  precedente  danno  òi  re- 
sidui  distinti,  tutte  le  radiei,  cioè,  delia  congruenza 

(12)  aA  =  l      (mod.  a°) 
essendo 

Fra  tali  residui  è  necessariamente  /•,  giacchè  si  è  supposto  r 
radice  di  (12).  Quindi,  se  è 

/»yò       ,.         hn 

0)  J     =  /'  =  CO      , 

co    è  radice  di 

£c"  =  r     (mod.  aJ). 

la  condizione  (11)  necessária  e  sufficenle  si  riduce  alTaltra, 

(13)  Hi=l, 

dove  cj[  indica  il  quoziente  di  a — 1   peiw/i,  ed  essendo  quest'ul 
timo  il  m.  c.  d.  fra  n  e  a —  1. 
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8.  La  condizione  espressa  dália  (II)  può  esser  resa  piu  pra- 
tica: siano  d[  e  drj>  i  m.  c.  d.  ira  n  e  a  —  1,  fra  n  e  aa~~  .  Sup- 
ponendo  a —  1  =  d\d',  sara, 

d,d{j!  =  d,      di=d'arJ~rj'-\ 

e  quindi  la  (11)  assume  la  nuova  forma 

rà'arj.-d'-\  s  j       ^m0(j    ^ 

Ma  ogni  numero  r  che  soddisfa  a  questa  congruenza,  sod- 
disfa  puré  alTaltra, 

rá'=  1      (mod.  arj'+l), 

e  reciprocamente,  per  cui  quesla  nuova  condizione  (4)  può 
sempre  esser  presa  invece  delia  (11). 

Le  due  relazioni  diventano  identiche  se  si  fa  a!  =  a —  1. 

Poniamo  a  =  2,  cioè 

(14)  x*-*"  n~r     (mod.  2™)-, 

ove  Don  è  necessário  supporre  n>0.  La  condizione  sufneente 
perche  (13)  possa  aver  soluzione  è 

(15)  r^sl, 

cioè,  come  nel  caso  precedente,  poicliè  1  ultima  congruenza 
deve  c^mt  soddisfatta  sempre  che  (14)  possegga  una  radice,  e 
siccome  questa  deve  necessariamente  essere  un  numero  pari, 
cosi  si  ha, 

Ne  concludiamo  ritenendo  quale  condizione  necessária  e  suf- 
ficente  per  la  risolvibilità  di  (14),  invece  delia  condizione  (lò), 
1'altra 

,,N<'  y  è  un  numero  qualunque. 


i'i  Veggasi  an'altra  dimostrazione  e  varie  applicazioni  da  me  date 
nelropusoolo:  Sulla  teoria  <lei  numeri  e  sulle  congruenze,  ecc.  (Collezione 
■li  Studi  italiani. 
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La  nccessarietà  di  questa  condizione  si  rileva  dal  falto  che 
se  yj  =  +  1  -}-?'.  22~'í  è  una  radice  di  (14),  essendo  f^O,  è 

valore  compreso  in  (16) 

Inversamente,  se  (16)  è  soddisfata,  la  (14)  è  sempre  possi- 
bile :  infatti, 

se  è  m=  1,  è  n=  1,  per  cui  r=  1,  e  la  (14)  è  insolvibile; 
se  e  711  =  1,  è  7i=l,  0,  7i  =  2,  c  allora  (10)  da   7  =  1,   e 

pereiò  (14)  e  risolvibile ; 
se  è  7W>2,  n < 2,  la  (16)  dà  7  =  1,  e  dunque  pur  ora  (14) 
è  risolvibile. 

9.  Di  tutto  cio  si  può  dare  una  semplice  generalizzazione : 
poniamo  ra>2,  n>2,  n<^m,  e  disegniamo  eon  u  un  numero 
dispari  qualunque, 

u  =  ±\  +'t.2«. 

Allora  è, 

tt/  =  wt>.2»~»  =  1  -f.  t' .  2»»-»+2, 

e  siccome  w'2"-2  è  la  piCi  piccola  potenza  di  v!  côngrua  con  1, 
(mod.  2m),  cosi  i  2n~ 2  termini  delia  serie 

(17)  z/',     *A     w'3,      ....,     u*l-\ 


sono  incongrui  rispetlo  ad  uno  slesso  modulo.  Uno  qualunque 
di  essi  è 

u't=  1  -f#.2w-n-f2. 

Tutti  i  2n~ 2  valori  incongrui  dali  da  quest'equazione  corris- 
pondendo  ai  valori  di  y, 

1,     2,     3,      ....,     2"-*, 

ne  segue  che  tutti  i  residui  delia  serie  (17)  sono  i  risidui  di 
[  _|_^.2m— n+'i.  Dunque,  per  un  valore  qualunque  di  (16),  ad 
esempio, 

si  ha  necessariamente  un'esponente  e  tale  che 

u'e  =  r, 


eioe 


,e.1m~- " 


e  per  conseguenza  ue  è  radice  di  (14). 

I  2«— 2  valori  di  ;■  dati  da  (16)  non   rappresentano  però  tutte 
1c  radiei  di  (15), 

x*-lsa  1      (mod.  2'»), 

che  sou  date  da 

é  =  ±\  +  y.2»-*-H, 

per  cui  la  proposizione  enuncia  ta,  che  sussiste  per  #>2,  non 
è  pià  vera  per  a  =  2.  In  quest'ultimo  caso,  sopponendo  sempre 
in  (10),  í*  =  t>o\  la  condizione 

/'''=  I      (mod.  dJ) 

è  amora  necessária,  ma  non  è  sufficente.  Per  avere  la  condi- 
zione di  possibilita  è  perciò  necessário  ricercare  quali  radiei 
soddisfano,  non  già  alia  congruenza  cc°i  =  1,  ma  bensi  alia  con- 


gruenza x  i  =  1 ,  e  tener  conto  solo  di  quelle~della  forma  1  -\-\h. 

10.  Slabilita  la  possibilita  di  determinare  una  radice  di  (10), 
csisteranno  necessariamente,  come  si  è  visto,  Y '  (p)  radiei,  date 
dalla  relazione 


í.  facile  dedurre  dopo  cio  le  condizioni  di  possibilita  di 

i  IV»  x*=sr     (mod.  arjbtc{ ), 

Biipponendo  da  prima  che  nessuno  dei  numeri  a,  b,  *,  .... 
si  a  -'.  Qualcuna  delle  sue  radiei,  è  data,  come  si  è  detto,  dalla 
serie  di  eongi  uen/e, 

I"         ./        ,      (mod.  a"),         x«z=sr     (mod.  bh,      

....  sono  i  m.  c  d.  fra  n  e  cp ("°),  ira  n  e  cp(^P), 
ecc,  ordinatamente,  e  se  &"i,  o"-2,  o':{,  ....  sono  quelli  fra  n 
e  ^/ —  I,  fra  //  e  u  —  2,  ecc.,  è 

0  l  =  5,ú  •  ,      0  2  —  fj^yP  ,      03  =  83c'  ,       .... 
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Dovcndo  essere  a'<a,  p'<|3,  *í'<T'  eçc.,  e  supponendo  infine 

a    |    I  —  oV/h      1*  —  I  —  ^V/-2,      c  —  I  =  U;\(p,       .... 

Ie   condizioni   di   possibilita    delia   risoluzione   simultânea   delle 
precedenti  congruenze  sono, 

(18)  r8'i=l      (mod.  a«'+1),       / ■*«  =  |      (mod.  $'+%     .... 

Sia  d  il  m.  c.  d.  di  q\,  cfè,  qiy  .  .  .  .:  allora,  inveee  delle  con- 
dizioni precedenti  avrenio  per  la  possibilita  di  (IV)  1'altra  con- 
dizione, 

(19)  ^=1      (mod.  aa/+,.^/+1.cT'+1....). 

Inversamente,  se  le  condizioni  (18)  sono  soddisfatte,  la  con- 
gruenza (17')  è  possibile.  Da  cio  la  condizione  di  possibilita  di 
ognuna  delle  (li''),  e  se  pi,  pg,  p3,  ....  sono  le  loro  ri  spettive 
radiei,  si  possono  determinare  dei  numeri  \n,  jjlq,  jjls,  ....  tali 
che, 

pi  +  \tiaa  =  pá  +  \í*b$  =  p3  +  !A3cr  = =  p, 

ove  p  è  la  radice  comune  delle  congruenze  (17"),  e  per  conse- 
guenza  è  puré  radice  delia  congruenza  data. 

10.  La  sostituzione  di  una  delle  (19)  alie  (18)  può  esser 
fatta  sempre  che  d{,  d-?,  í/3,  ....  siano  primi  fra  loro,  giacchè, 
se  ad  esempio,  è 

0V/1,     (#>  1),     il  m.  c.  d.  fra  d  e  cp(aGt'+1), 
siccome  allora 

ç  (a°'+])  =  («—!)  aa-  =  a'a,arJ'  =  aKd%i 

cosi  í/i  dividerebbe  í/->,  e  quindi  anche  il  grado  n    delia  con- 
gruenza. 

Le  condizioni  di  possibilita  delia  congruenza 


x 


»=ar     (mod.  N), 


ove  può    anche    essere   N  =  aaòrc* .  .  .  .,    e    qualcuno   di   questi 
fattori  può  puré  esser  2,  sono  dunque  espresse  dalle  congruenze 

r3'  m  l      (mod.  a%  >Z''  =è  1      (mod.  £?),  


p  indicando  ancora  con  ò'i,  &'2,  o'?, i  m.  d.  c.  fra  n  e  cp(aa), 

fra  7i  e  <p(^fy,  ecc,  per  cui, 

^(«^j  =  0'i0l,       ç(rf)=W3 , 

la  condizione  di  possibilita  delia  congruenza  in  parola  è 

/■M  =  1     (mod.  N), 
se  M  è  il  mini  mo  comun  múltiplo  dei  numeri  oi,  0-2,  03,  .  .  .  . 

11.   Consideriamo  ora  1'espressione 

v    v    V  •  •  • ,7' 

che  ammeltiamo  possibile:  ad  ogni  estrazione  "{/  deve  corris- 
pondere  qualcuno  dei  valori  di  ^"(wp),  per  cui  il  numero  di 
valo  ri  delTespressione  data  è 

valori  che  saranno  tutti  incongrui.  —  Supponendo  infatti  che 
solo  1'estrazione  "{/  dia  valori  incongrui,  cioèTche 

np y  np f. i/  rj^+y 

abbia 

valori  distinti,  rappresentali  da 

pi,     pa,     p3,     . . . ., 
allora  saranno  puré  distinti  tutti  i 

*  (»í-í)  •  1"  (»í)  •  *'  K  f  O  •  1"  (»H-í)  •  •  •  • 
\  alori 

flp—  1  /  71/.— 1  /  »p— 1  / 

V   pi  •         \   [H-        VÇ3-  ...  i 

Per  provai  cio  basla  mostrare  che  uno  dei  valori  di  questi 
radicali  mui  può  esser  côngruo  col  valore  di  uno  qualunque 
degli  altri.  Infatli,  da 

v  Pi  —       \  r/q' 

si  dedurrebbe.  innalzando  a  potenza  ?ip—],  oq  =  pq'y  ciò  che  con- 
iraddice  aH'ipotesi. 
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Sia  n  =  711712113.  .  .  .:  allora  nyjr  può  rappresentarsi  nella  forma 

(20)  7  7  7-.-.r, 

ma  solo  quando  sia  soddisfalta  la  eondizione 

(21)  x¥(n)  =  W(7il).y(nçl).W(m).... 

Ed  infatti,  supponendo  possibile  la  precedente  espressione  e 
quindi  possibili  tutti  i  valori  icorrispondenti  alie  successive  estra- 
zioni,  siecome  1'elevament.o  successivo  alie  potenze  7x4,723,  713,  .„.-, 
eioè  alia  potenza  n,  conduee  ad  r,  cosi  tutti  i  valori  di  (21) 
saranno   valori   di   nyh\    e    quindi    (21)    dará,    come   si    è    visto, 

T  (zíi)  .^'(712)  .yY  (n-s) .  .  .  .  valori  incongrui  di  J/V,  numero  che 
non  potrebbe  esser  maggiore  di  *F(7i),  cioè  dei  numero  di  tutli 
i  valori  di  JJV,  e  quindi  la  (21)  è  vera. 

Dalla  possibilita  di  J/r  si  conclude  quella  di  (20):  dalla  con- 
gruenza 

xn  =  r, 
cioè, 

a?»i«2«3 —  =  ;•, 
essendo, 

W  (?i)  =  *F  (771)  T  (n<2  .«3  .714 ... . nn ._ \) 


si  deduce  che 


n  t 
aj7i1)í.2»í3 — 11,1-1  =  »/  r, 


deve  avere  ir(7iíl)  valori  affincbè 

« 

x=  v  yv 

possa  avere  ^"(ti)  valori. 

In  modo  análogo  si  può  mostrarc  che 

SCni»2 «n— 2  =  y/     //■ 

deve  avere 

T  (7i«_i).  »»  =  «F(„_ití») 

valori.  Ora,  dovendo  la  (20)  avere  XY  (n)  valori,  come  già  è 
detto,  i  quali  valori  corrispondono  alie  successive  estrazioni, 
queste  sono  possibili. 

Vol.  ix  —  N.°  2  2 
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Cosi,  la  sostituzione  di  un  radicale  semplice  ad  uno  com- 
posto (20)  deve  soddisfare  alia  eondizione  (21). 

12.  Quanto  è  stato  deito  ai  numeri  8-10  conduce  ad  un'ele- 
gante  teoria  dei  radieali  modulari  multipli,  potendó  ciascun 
radicale,  come  J/V,  siare  a  rappresentare  una  delle  radiei  delia 
congruenza,  che  ammettiamo  possibile, 

(3)  xn  =  r     (mod.  N), 

essendo  n  ed  N  numeri  qualunque. 

II  numero  di  valori  di  nJr  è  cguale,  come  si  è  deto,  ai  nu- 
mero  di  radiei  di 

x?J  =  í      (mod.  N), 

essendo  o  il  m.  c.  d.  fra  n  e  p(N).    Se  il  símbolo  T  sta  ancora 
a  rappresentare  il  numero  totale  delle  radiei  di  (3)  e  di  J/V,  è 

V(n)  «¥(&), 

Se  liou  è  r=l,  nessun  valore  di  JV*  può  esser  í,  essendo, 
cninV  ben  noto,  1  Ia  radice  di  xn=  I. 

Se  y'r  e  yr'  sono   possibili,   è  pur  possibile  y'rr':   indicando 

con  y  r\  e  JV-j  due   valori   parlicolari    dei    due    precedenti  radi- 
eali, e  ponendo 

x\  =  /n,     a?2=  /rg, 
si  ha, 

X{n  =  rj ,     x±n  =  r-2,      (íciajâ)*1  =  >'i>'-2, 
per  cui 

a?i£C-2  =  v  r {/■-). 

Invece  di  considerare  la  possibilita  dei  radieali  modulari  y?i, 
Si  può  considerare  quella  degli  altri 

v  M'_"  :•  •  .  .,      \ >i'",      |  /■\'"r->i'/-óli.  .  .  .,      eec. 

Se   J/n  e  'v  /_-  sono  possibili,  è  \/-'  -  ed  è  -      uno  dei  valori 

r{  V   n  n 

<**»■  frazione  modulare      -  (mod.  N),  si  ha,  ricordando  che  x<i 
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e  r%  son  primi  col  modulo  N, 

X{n  (  X\  \n  I  \ 


la  rui, 


Xl  _     /  '"* 
#2         V      *'â 


Segue  da  cio  che,  ammessa  la  possibilita  di  n^ri  e  IJ/rg,  quella 


■ys 


»i 


di  i/-  —  deve  essere  ammessa  di  conseguenza. 


&' 


Analogamente,  possibile   n/r  e  supposto  n  =  nin-2,  è  pur  pos- 

sibile  ?y?',  p®iehè  da 

n, 

X\  =  y/7', 

deducesi 

Xin  =  ?•  =  («!%), 

per  cui, 

Inversamente,  dalla  possibilita  di  wy?'  si  deduce  quella  di  ^V, 
che  dipende  dalla   possibilita   o  impossibilita   delia   eongruenza 

xn  =  r      (mod.  N). 

Determiniamo  da  prima  il  caso  nel  quale,  essendo  w  =  ri{n±n2..., 

è  ^  (w)  =  \y  (m) .  w  (n^)  •  W  (nz) Riferiamo    la   caratteristica    w 

ai  modulo  piu  generale  N  =  aw....  e  ricerchiamo  quando 
1'equazione  può  essere  verificata  rispetto  ai  modulo  arj\  Indicando 
con  \Fa  la  caratteristica  corrispondente  a  questo  caso,  dovremo 
avere, 

M>;  (n)  =  Wa  (»i) .  Va  W  •  v»>,  (n3) 

c  si  scorge  che  questa  relazione  è  vera, 

Io,  se  in  n  non  è  contenuto  nessuno  dei  fattori  primi  di  cp (arj), 
essendo  allora, 

ffB(n)-M»0  =  yfl(wi)=....=  1: 

2o,  se  nessun  faltore  primo  k  di  cp  («^)  è  comune  a  due  o  piu 
dei  fattori  m,  n-j,   .... 

Supponiamo  però  che  k  sia  divisore  di  due  o  piu  dei  fattori 
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ni,  n., Sia  «>2,  e  kp%  kq  iúano  le  piú   alte  potenze  di  k 

che  dividono  y(aa)  ed  n  rispettivamente :  può  allora  essere, 

(2i)  q^p,    q>?> 

Nel  primo  caso,  dette  k(l\  k(l" ,   ....   le  piu   alte  potenze  di  k 

che  dividono  m,  rag,  na, >  rispettivamente,  è  k(í  .kQ" — =  kQ 

la  potenza  piíl  alta  di  /•  che  divide  il  secondo  membro  di  (20). 
Lo  stesso  si  dirá  dei  primo  membro.  Quindi  (20)  sussiste  se 
per  tutti  i  fattori  primi  comuni  a  tp(aa)  ed  n  si  verifica  la  prima 
delia  diseguaglianze  (21). 

Nel  secondo  caso  sia  n  il  numero  dei  fattori  wj,  n~i,  m,  . 
che  contengono  potenze  di  £,  eguali  o  maggiori  di  kP:  sia  poi  kQ' 
il  prodotto  delle  piíi  alte  potenze  di  k  contenute  negli  altri  fat- 
tori B|,  »2,  «3,  ...  fc  allora  /NH-ft  la  potenza  massima  che 
può  esser  divisore  dei  secondo  membro  di  (20),  ed  essa  è  il 
prodoito  di  quella  che  divide  il  primo  membro  moltiplicata 
per  k  "-'  !/'+9i. 

II    valore   dell'espressione   sussiste   puré  perw  =  0,   notando 
che  allora  è  qi  =  q.    Dunque,   se  k\  k'\  k'" ,   ....   sono   tutti  è 

Fattori  primi  che  a  e  'i(ci')  hanno  comuni -e  che  soddisfano  alia 
onda  delle  condizioni  (2i)  invece  che  a  (20),  si  può  in  ge- 
nerale  scrivere, 

I,  >-\  /+'/'. A ■•■>'— l)/''+9a.  .  .  .¥a(n)  =  Wa(nl).¥a(n2).ya(m).  .  .  . 

S<    infine  supponiamo  «  =  2,   è  cp(aa)  =  2a~"',  e  la  (20)  può 
Bussistere    solo    se    uno    dei    termini    wi,    nz,   7*3,    ..    .,0   nes- 

suno,  è  divisibile  per  2.  Nel  caso  contrario  il  m.  c.  d.  fra  ^{aa) 
ed  //,  essendo  y>  1,  '/>0,  avra  una  delle  seguenti  forme, 

iyj.— q        na— -1         O^-j-ç' 

Rispetlo  alia  prima,  se  2a,  2>\  2',   ....  sono  le  potenze  di  2 
che  dividono  n  dei  fattori  /*|,  tio,  /i3,  ....  rispettivamente,  si  ha, 

"Ffl(»)      2a-9+1.Yfl(ni).yfl(ná).Ta(7i3).... 

=  2^4-1.2^+1.2^+1 

,__  9a— q  {-« 
per  rui, 

1  »'     »)=  Va(ni).Vtt(ns).Va(m).... 
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ttiguardo  alia  seconda,  se  n  è  ancora  il  numero  dei  termini 
n{,  n%,  W3,   ....  clie  son  diVisibili  per  2,  è 

M"a  (»)  =  2* -1 ,      H'a  (m)  =  Ta  (ti,)  .  M«  (»,)  ....  =2«-l+«, 

e  per  conseguenza, 

SL»Ta(«)-Tfl(«i).Va(«l).... 

In  quanto  alia  Lerza  poi,  essendo  ancora  n  il  numero  dei  íat- 
tori  ni,  7iá,  W3,  ....  che  contengono  una  potcnza  di  2,  eguale 
o  superiore  a  2a-1,  od  a  27i,  il  prodotto  delle  n'  potenze  di  2, 
divisore  degli  altri  termini  wi,  7*2,   ....   sara 

Wa  (n)  =  2«  -1,      yfl  (n4) .  fffl  (m)  .  .  .  .  =  2*(«-l)+*rKl 
per  cui, 

2(n-l)  (a_I)-gi+n' .  iFfl  (n)  =  vr  (?lJ) ,  ç  (n^  .  ^  (^) 

relazione  che  comprende  il  caso  tz  =  0,  essendo  allora  «^  =#-[-</. 
Concludendo,  la  relazione  (20)  cessa  di  sussistere, 

quando  per  #>2  esiste  un  fattore  primo  k  di  y(aa)  che 
divide  piu-di  uno  dei  termini  »i,  72-2,  ?*3,  .  •  .  .,  posto  che 
la  piu  alta  potenza  di  k  che  divide  n  sia  maggiore  di 
quella  che  divide  <p(#a)', 
quando  per  a  =  2  sono  eguali  due  o  piu  dei  faltori  m, 
n%,  713,   .... 

13.   Àbbiasi  la  congruenza 

a?"  o  =  >•     (mo d.  N) 


che   supponiamo   possibile,    e  sia  Ô  il  m.   c.  d.  ira  p  (jN)   ed  n : 
tutte  le  sue  radiei  sono  i  numeri  che  soddisfano  la  congruenza 

(£C«)o  =  r, 
cioè 

(22)  xn  =  Jv. 

Sia  M*(^)  il   numero  dei  valori  di   {//•  (che  è  puré  il  numero 

di  valori  di    J/1)",    in    generale    non    avviene    che    nel    secondo 
membro  di  (22)  siano  tutti  questi  valori,  giacchè  non  è  dimos- 


8G 


trato  clie   /  fyr  sia  possibile  per  l li t Li  questi  valori.  Si  potranno 
adottare  tutti  i  valori  solo  quando  n  sara  primo  con  p(N). 

Essendo  n  =  n'o,  e  8  il  m.  c.  d.  fra  n  e  p(N),  avremo,  anche 
se  ri  non  è  primo  con  p  (N),  cioè  con  <5, 


/    > 


n  i         n'/   0/  o '  /  o/     ,, 

(23)  v  r=  /  it'  =  »  'y=(/^ 

indicando  con  f',r   quei  valori   di    ^V   pci  quali   non  è  possibile 
1'estrazione  n!/,  ed  essendo  y  daio  dalla  congruenza, 

riyÒ^h  +  upÇS), 
cioè, 

P «  - 1 
#  =  »'      8         ,      (mod.  p(N)), 

notando  che  per  esser  vera  (23)  dovrà  esser  y  primo  con  p(N). 

14.  I/innalzamento  ad  una  qualunque  potenza  intera  dei  ra- 
dicali  modulari  domanda  attenzione  parlicolare.  È,  in  primo 
luogo,  evidente  che 

se  fosse 

(24)  *¥{nn')  =  W  (n).V  (ri), 

sarebbe 

(25)  Çyrf^tfVrf-Vr. 
Nella  stessa  ipotesi  si  avrebbe  ancora, 

(    /rJT       =(v    ,  r)        =(/r)      . 

Si    la    condizione  (24)   cessa    di    esistere,    le   condizioni  (25) 
e  (26)  non  possono  pia  essere  ammesse,  ma  invece  si  avrà 

l     /r)    =  »  ,/;      (     ,  r)        =  ( 'V)     , 

indicando  con  J  |/    uno   qualunque   dei    valori   di    y'r   che  non 
rendono  impossibile  nJ  JV. 
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Se  n  ed  n'  son  primi  Ira  loro,  o,  piú  generalmente,  se  il 
m.  e.  d.  n"  ira  tali  numeri  è  primo  con  p(N),  od  anche,  se  è 
T(7i")=  1,  si  ha, 


/  n/  \n'        »/  n' 

( •//•;    =  v  T  . 

15.  La  legge  di  moltiplicazione  dei  radieali  modula  ri  di  egual 
grado  è  data  da  lia  formula, 

Ed  infatli,  ogni  valore  '{/m/-i.JW)?'2   dei   primo    membro    sod- 


disfa  alia  congruenza 


che,  per  conseguenza  è  possibile:  e  poichè  Lutte  le  M'(n)  radiei 
di  essa  son  date  dal  secondo  membro  di  (27),  cosi  risulla  la 
verita  delia  formula  data. 

Si  vede  inoltre  che  i  V  (n)  numeri  incongrui 

ii/  11/  n  /  ii/ 

moltiplicati,  ad  esempio,  per  JV'ai  danno  ¥(ti)  prodotti  jncon- 
grui. 

Se  è  /"{  =  rá=-r,  non  si  può,  in  generale,  scrivere 

infatti,  i  valori  dei  primo  membro  son  da  ti  dalla  serie 

mentre  quelli  dei  secondo  membro  son  dati  dalla  serie 

(Vf.      {7f)\     (%r)« 

Se  poi  ti  è  un  numero  dispari, 

Le  stesse  osservazioni  valgono  pei  radieali  multipli  algebrici. 
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Da  (27)  si  concl ude 


v 


{f.  nv'n .  y'n  •  •  • .  =  y>i>'2>"3 


Se  ni  —  n$  =  713  =  ....  =  ny  questa  formula  dà,  essendo  m  il 
numero  dei  lattori, 

n/r     n/r     n/r  —n/rm 

/r.  Yfr.  /r.  .  .  .—  v  / 
c  quando  il   m.  c.  d.   fra  n  ed  /w  da  H'(//)=l,  si  può  scrivere 

J/r.yr.n/r....=  (7r;w. 

II  valo  ri  di  J^ri.jVa  essendo  dati  dalla  serie 

»/  n/  n/  n/    , 

ymrl-  v  J/'2'       Kmri»y2^2i        ••*• 

cioè  essendo 

se  è  noto  un  valore  a  di  ^/'í,  tale  che  /i  =  «»,  si  avrà, 

?i/   ,    ,         n/11,         ri/      n    n/„       -^.w,- 

16.  U  quoziente  di  due  radieali  di  egual  grado  è  dato  da 


<>>,<•  il  primo  membro  rappresenta  un  qualche  valore  di  x'  dato  da 

*  y  >'2  =  />1, 

ed  essendo  il  secondo  membro  -      uno  dei  valori  di  x  dati  da 

x  .  /•->  =  r\. 

Per  accertarsi   delia  verità   di   questa  relazione   basta   notare 
che   qualunque    valore   dei    primo    membro   seddisfa    alia   con- 

gruenza  xn  1         ,   ebe,  per  eonseguenza,  è   possibile.    Siccome 

questo  primo  membro  ha   v(n)   valori— almeno,    numero 

delle  radiei  deli  ultima  congruenza,  cosi  tutti  i  valori  dei  primo 
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membro  di  (28)   sou   dati  dalle  radiei  dell'ultima  congruenza, 
eioe  sono  rappresentati  da  *  / — . 

17.   Per  rieonoscere  se  le  due  eongruenze 

xn  =  r,     xn'  =  1 , 

possono  avere  radiei  comuni  e  quando  alciuii  valori  di  Vr  pos. 

sono  esser   dati   da  H|/l,   siano  f/  e  r/t   i  m.  e.  d.  fra  n  e  p  (N), 

fra  ti'  e  p(N):  a  Hora, 

e  se  5  è  il  m.  e.  d.  fra  d  e  </i,  è 


==1,   o,   ,-^w1  d     =i, 


condizione  necessária  e  sufficiente  perche  i  dati  radicali  abbiano 
valori  comuni.  Determinando  poi  un  numero  u  tale  che 

d  <h 

i  valori  comuni  saranno  de  le  *F(§)  radiei  delia  congruenza 

(28')  a;ò  =  r^. 

Per  W  (h)  =  1  è  ò  =  1 ,  e  yrU  ha  un  valore  che  si  determina 
immediatamente  e  che  è  una  potenza  di  rV.  Inversamente,  se  si 
domanda  quando  yrV  può  avere  un  valore  x^rVu,  siccome  da 
questa  congruenza  si  deduce 

(29)  xd  =  ?Vud  =  ry, 

se  fosse  n  il  piíi  piecolo  numero  che  da  rVn~  1,  poichè  da  (29) 

si  deduce 

.     f(rf)«d-l  =  i 

cosi  è, 

(30)  ud —  1  =  vn,  ud  =  1      (mud.  ri) 

Perche   esista    un   valore    di   u   che   soddisfi   alPukima   con- 
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gruenza,    è  necessário    e  sufficente  ehe  d  ed  n  sian    primi    fra 
loro.   Se  questa  condizione  è  soddisfatta,  una  radice  u  dell'ul- 

tima  congruenza  dará  un  valore  rVu  ehe  è  radice  di 

or(l  =  /y     (mod.  N). 

Si  può  infíne  notare  ehe  se  questa  condizione  esiste,  1'ultima 
congruenza  non  può  possedere  ehe  una  radice  di  r}Ju,  giaechè, 
dovendo  tutti  è  valori  y  soddisfare  a  (30),  due  qualunque  di 
essi,  U[  e  u-i,  (uí  >  ui)  daranno, 

18.  Per  quanto  (28')  dia  i  valori  di  Ay/rV  comuni  con  df\,  le 
radiei  di  tale  congruenza  non  sono,  pel  procedimento  esposto, 
espressamente  rappresenlale  da  numeri  ehe  son  radiei  dellunità, 
cioè  non  sari»  /!/u=  I,  non  essendo  rU  ==  1. 

Si  può  anche  dimostrare  ehe,  pur  preseindendo  dei  valore  1 
di  '■  1,  non  è  possibile  ehe  tutti  gli  altri  siano  valori  di  yr!/  se 
non  è  M'(VA)  =  2,  giaechè,  essendo  yV=^rVu\j\  congruenza  ehe 
dà  i  valori  comuni  ai  due  radicali,  è, 

T,ò  ,  =  M-(,/â)-l; 

ma  essendo  o  divisore  di  r/->,  sara  W (d%)  =  qW (8).  Questo  valore 
sostituito  in  ($Q)  dà 

ove 

MW)  =  2. 

Quest'ultima  relazione  domanda  ehe  sia  <•/-_>  ^=  2  e  ehe  il  mo- 
dulo N  sia  semplicemente  $  o  2/A 

19.  Due  radicali  modulari  JV,  \ r'  sono  equivalenli  se  hanno 
egual  numero  di  valori,  cioè  se  il  m.  c.  d.  ò  fra  n  e  p(N).  AJlora, 
delerminati  due  valori  mi,  m%  ehe  soddisfino  alie  equazioni 

nm{    =  &      íí.p(N),     »^i=5-f  i*'.p(N), 

i 

"  /  V    ,  '  ò/ 
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Ora,   sino  me  (la 


i  /■«■' 


';//"'•-•, 


si  deduce 

(31)  /•'»!  =  ;•?%, 

cosi  questa  rclazione,  insieme  all'equazione  W  (ri)  =  W(ri),  espri- 
mono  le  condizioni  necessarie  e  sufficenti  alTequivalenza  dei 
due  radicali. 

In   virtú   di   (30")   si   può    sempre   sostituire   a   (31)    la    con- 
gruenza 

avendo  posto  per  semplicità  di  scrittura, 


\  t 

0 


0pw_,  ,  ,..££>-, 


o  ,       /  n  \ 


Se  si  hanno  piu  radicali  modulari  ^/r,  //■',  tyr",  .  .  .  . ,  ad 
essi  si  possono  sostituire  altri  equivalenti,  riferiti  aí  grado  stesso : 
è  però  necessário  e  sufficente  che  sia, 

V  (n)  =  W  (ri)  =  H'(V)  = 

e  in  tale  ipotesi,  determinali  i  numeri  mu  mi-,  mò,   •  •  •  •   tali  da 
soddisfare  alie  equazioni 

min  =  H  -\-  u.  p  (IN),     m$ri  =  S  -f-  u' .  (p),      .... 

ai  radicali  dati  si  potrantio  sostituire  gli  altri, 

V**«.     \/'''™'2>     v7''"'^1 

20.  Abhianio  gia  visto  (n.°  17)  le  condizioni  necessarie  perche 
due  congruenze  abbiano  radiei  comuni:  es  tendi  a  mo  cio  alia 
ricerca  delle  condizioni  necessaire  perche  i  due  radicali  modu- 
lari 1ly/ 1\  "j/V  abbianò  valori  comuni. 

Supponiamo,  da  prima,  che  essi  abbiano  un  comune  va- 
lore z :  è 


92 


c  tutli  i  valori  comuni  son  dati  da  queste  eguaglianze  soppri- 
mendo  il  valore  comune  Vi  =  M/1.  Dicendo  d  il  m.  c.  d.  fra 
n  e  n' ,  sara  cioè  lF  (d)  il  numero  di  valori  comuni  dei  due  ra- 
dicali.  Cio  equivale  ai  dire  che  tale  è  il  numero  di  radiei  co- 
muni alie  congruenze 

(32)  xn  =  r,     yn'  =  i\ 

La  condizione  necessária  perche  i  due  radica  li  abbiano  *F  (d) 
valori  comuni  si  deduce  facilmente  dalle  due  ultime  eongruenze: 

i       j     i  n'         i  i  n 

innalzando  la  prima  a  potenza  —j-   e  la  seconda  a  potenza  — y, 

abbiamo, 


(33) 


rd'  _  ri  d 


condizione  che  è  puré  sufficente. 

Per  determinare  questi  valori  comuni   pigliamo  due  numeri 
posilivi  7/i,  y±  che  soddisfino  alFeguaglianza  possibile 

(34)  ny{  —  n'yz  =  d;  ___ 

ali  ora,  da  (32)  deduciamo, 

xnyi  =  fV\,    £c«'y2~r'y2, 

dalle  quali, 

xnyi—n'y-2  =  xfl,  == 


r'2/2  ' 

i  ongruenza  possibile  sempre  che  abbia  radiei  comuni  colle  (32). 
I  valori  comuni  ai  due  radicali  dati  sono  dunque  tutte  le  ra- 
diei   deli  uliiina  congruenza:    ed  infatti,    innalzando  suecessiva- 

n        n' 
menle  a  potenza        e         si  ha,  in  virtíi  delia  condizione  (33)  e 

deiripotesi  (34),    (/       d 

n  n 

J"l         ,."'7 


,  ■'  -  d        /JZ  n 


n  n 

ir-      S  -^t-*t-^. 

,w7 
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Posso  qui  no  tare  che  per  provare  la  proposizione  precedente 
si  poiea  ricorrere  ad  un  racionamento  piu  breve  e  direito: 
i  M'(r/)  .valori  comuni  ai  dati  radicali  dovendo  soddisfare  a  (24), 
saranno  essi  tutte  le  radiei  di  quella  eongruenza,  il  di  eui  nu- 
mero è  appunto  XV  (d). 

Inversamente,  se  (33)  è  soddisfatta,  i  radicali  dati  avranno  vl*(<7) 
valori  comuni,  dati  dália  eongruenza  (35).  Infatti,  supposto  pos- 

sibili    y  r   e    {/>',   se  e    /rW,   ^/■'/-,  e  quindi  puré  %/— — ,    allora 

(35)  avrà  VF(7/)  radiei.  Da  questa  possibilita  di  riduzione,  dalla 
eondizione  (33)  e  dalTipotesi  (34)  deducesi  (36),  per  eui  tutte 
le  radiei  di  (35)  soddisfano  simultaneamente  alie  congruenze  (33). 

21.  In  una  serie  di  eslrazioni  suecessive  non  è  indifferente 
1'ordine  ebe  si  segue:  scomponiamo  n  in  fattori  difíerenti  da 
quelli  fino  ad  ora  considerati,  eioè,  poniamo,  ad  esempio, 
n  =  n'in'an'3 .  .  .  .:  sara  allora, 

»v  n2/  nv  n'i/  n'%  n'y 

eioè,  ad  ognuno  dei  T  (n)  valori  dei  primo  membro  corrisponde 
uno  dei  valori  dei  secondo. 

Poichè  n  —  wjti-2  ed  ri{  son  primi  eon  p(/i),  è  T(?ij)^l,  ed  il 
m.  e.  d.  fra  n  e  p  (ti)  essendo  eguale  a  quello  fra  quest'ultimo 
numero  ed  712,  si  lia  sempre, 

ff (n)=T(m). «■(«*),   yr=yyr. 

In  tale  ipotesi,  ottenuti  i  W  (n%)  valori  di  n*fi •,  per  effettuare 

Pestrazione  y/?\  eioè  per  determinare  i  valori  di  x  in  xn\  =  ^V, 
(ammettendo  cbe  il  secondo  membro  possa  contenere  tutti  i 
T  (wâ)  valori  corrispondenti),  dovremo  trovare  un  valore  y  qua- 
lunque,  dato  da 

y^m^K-l)      (mod.  p(n)), 


e  sara, 


x 


v 


'•  =  (V'-)*  =  T',. 


eioè  1'eslrazione  y  eorrispondenle  ad  un  qualunque  fattore  n\, 
primo  eon  p(«),  equivale  alTinnalzamento  alia  potenza  y  di 
tutti  i  valori  ottenuti  nelle  preeedenti  estrazioni.  —  Essa  è  pur 

data  dalTestrazione  "^  di  /y. 
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Ira  i  fattori  di  n  =  nin%m può  esservene  qualcuno  divi- 

sibile  per  un  numero  primo  con  p  (n) :  allora  si  può  scomporre 
tale  numero  in  fattori,   e  la  precedente  legge  sussisterà  ancora. 

Sio  può  anche  supporre  71  =  71^71^713 w',  essendo  »|,  ng, 

primi  con  p  (rc),  e  per  giungere  a  ^r,   dopo  ottenuti  i  valori  di 
"// ,  si  avia  successivamente, 

y  y  n'v'  =  7  ( i  vy = c^r = 7  ty l = n^",  ecc- 

essendo  /,  l\  t", dati  dalle  congruenze, 

*  =  «>(*-!),     l'~mM(n-V , 

ed  essendo  per  conseguenza 

l.t'.l" =(711712713 )PP(«tT«>, 

come  anche  potevasi  dedurre  a  priori. 

Se  è  n  =  ?i'o,  essendo  ancora  §  il  m.  c.  d.  fra  n  e  p(ra),  avremo, 
se  pure  //    non  è  primo  con  p(w),  cioè  con  o, 

^=^6/.^=8Aí=(8A)<. 

indicando  (<>n  J/ir  i  valori  di  Jr  che  non  rendono  impossibile 
1'estrazione  \  ,  ed  essendo  /  dato  da 

n'/í  =  S  +  «p(w), 
cioè, 

/E£w'    &  ímod.  rj(n)\ 

Perche  (36)  Man  vere,  t  deve  esscr  primo  con  p(w).    Se  poi 
l(»ssc  /i  =  ri  nu.  si  avrebbe  anche  per  ti!'  non  primo  con  $, 

\/r  =  "';  ti»-*  =  ""/  \'v*  =  M  -  (  fy  <)>'  =  (  '/''/'', 
essendo  /'  soggetto  alie  analoghe  condizioni  indicate  per  í. 
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In  generale  poi,  se  in 

n  =  ri[npi\\.  .  .  .  ò, 
alcuni  dei  fattori,  od  anche  tutti,  sono  primi  con  ^,  è 

(37)  >=^W'----=(^)^//--.., 

determinando  t,  l' ,  t" ,   ....   nel  modo  gia  detto. 

Quest'ultima  relazione  è  soddisfatta  solo  quando  /,  l\  /",  .... 
sono  primi  con  p(n),  cioè  con  §. 

Posso  qui  notare  che  (37)  può  anche  ottenersi  in  modo  di- 
retto :  poniamo, 

n/    _  njiis  .../  ò, 

e  determiniamo  un  numero  £  tale  che  sia 

P  (n) 
^     '  6  =  (7HM2W3 .  .  .  . )      ^        ímod.  p  (»))  , 

e  abbiamo, 

"A  =  V's  =  (SA)S. 

equazione  che  rimane  soddisfatta   solo  se  £   è  primo  con    p(w), 
cioè  con  S.  Si  osservi  che  la  (38)  in  sostanza  equivale  a  porre 

e  =  t.t'.l" 

essendo  i  valori  di  t,  l\  t" ,   ....   ottenuti   per   mezzo  di  con- 
gruenze  analoghe  alia  (38). 


SUR  LA  VIE  ET  LDEUVRE  DE  PEDRO  NUNES 


PAR 


Rodolphe  Guimarães 

Commandant  du  génie 


(Suite) 


9.  II  est  inexact,  commc  plusieurs  écrivains  ]'ont  affiriné, 
que  PEDRO  NUNES  ait  connu  la  misère  clans  les  dernières  années 
de  sa  vkm1).  Tout  au  contraire,  non  sculement  il  reçut  toujours, 
de  tout  temps,  ainsi  que  sa  famille,  des  faveurs,  bien  mérités 
du  reste,  de  la  Cour,  ee  qui  ressort  des  doçuments  indiques 
ci-dessus,  mais  il  avait  quelque  Portune  persdíinelle,  sans  parler 
de  ^< ís  appointements,  assez  considérables. 

En  effel,  PEDRO  NUNES  possédait  déja  en  1566  des  biens  suf- 
fisants  pour  pouvoir  acheter  des  «padrões  de  juros»,  c'est  a  dire 
cc  que  nous  appelons  aujourd'hui  des  rentes  publiques,  par  la 
Bomme  de  515:471  H.s  (reaes)(*)%  qui  correspondraient  aujour- 
d'hui  à  une  sonime  d'environ  7:733$000  reis  (3). 

PEDRO  NUNES  avait  encore  la  pension  annuelle  dont  nous 
avons  parle  de  10:000  II. s  (reaesj,  ou  soit  de  600?>000  réis  d'en- 
viron,  Miih  parler  encore  des  í  muids  de  blé,  dont  la  valeur 
moyenne  était  de   I50$()00  reis  par  an  (4). 

En  ce  qui  concerne   les  appointements,   Pedro  NUNES  tou- 


(*)  Nouvelle  confusion  avec  Vautre  Dr.  Pedro  Nunes,  Vedor  et  Desem- 
:t'i<n  ,  dont  DOtu  avone  parle  et  qui  fut  un  quémandeur  insatiable. 

Obancellaria  d*El-Rei  D.  Sebastião,  liv.  xvii,  foi.  220  v.° 

i3i  Le  ireala  de  1555-1580  avait  une  valem  intrinsèque  de  5  réis,  den- 

vimn.  du  type  monetaire  actuei  ('  ■,  centavo)  (A.  Costa  Lobo,  Historia  da 

em   Portugal  no  século  w,  Secção  i,  Lisboa,  1904,  p.  418).  En 

nutre,  la  pui&sance  libératrice  des  métauz  précieux  était  alors  le  triple  de 

ce  qn  nt  [Idem,  p.  417).  Donc,  nous  réduisona  les  sommes 

en  « reaea  >  à  leur  véritable  équivalence  actuelle  en  les  multipliant  par  3X5. 

dire:   4 X 60 X 600 réis  =  142:000  reis  ou  150:000  reis  en 

chiffre&  ron 
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ehait,  50:000  H.s  (reaes)  de  grand-cosmographe,  comine  nous 
avons  dit,  20:000  I\.s  (reaes)  et  trois  muids  de  blé  de  la  régence 
de  la  chaire  pour  les  pilotes  (*),  et  80:000  H.s  (reaes)  de  traite- 
ment  de  professeur  pensionné  de  1'Université  de  Coimbre  (2), 
ou  soit  à  peu  prés  un  total  de  2:360?§>000  reis,  par  les  raisons 
exposées. 

Par  ces  calculs,  bien  qu'approximalifs,  on  voit  bien  que  Pedro 
NUNES  jouissait,  pour  sou  temps,  d'une  certaine  aisance,  encore 
plus  considérable  si  lon  observe  que  les  besoins  de  la  vie  et 
les  fiais  de  représentation  étaient  alors  beaucoup  moindres  que 
ceux  de  nos  jours. 

10.  Nonobstant  lorigine  juive  de  Pedro  NUNES,  celui-ci  ne 
fut  pas  persécuté,  ni  sa  famille,  par  l'Inquisition(3),  sans  doute 
par  la  circonstance  de  1'inquisiteur  general  — le  cardinal 
Dou  Henrique  (4),  frère  du  roi  Dou  João  III —  avoir  été  dis- 
ciple  de  Pedro  Nunes.  Toutefois,  la  bonne  volonté  n'aurait  pas 


(1)  Sousa  Viterbo,  loc.  cit.,  p.  176. 

(2)  D'après  les  recherches  faites  anx  Archives  de  l'Université  de  Coimbre 
par  M.  le  Dr.  Joaquim  Martins  Teixeira  de  Carvalho,  dont  le  résultat  será 
publié  sous  peu  dans  la  Revista  da  Universidade  de  Coimbra,  Pedbo  Nunes 
fut  pensionné  avec  80:000  R.s  (reaes). 

Les  appointeinents  de  professeur  effectif  était  de  40:000  R.s  (reaes)  et 
P.  Nunes  devait  être  pensionné  avec  la  moitié,  ou  soit  avec  20:000  R.s 
(reaes),  mais  il  présenta  un  «alvará»  du  roi  ordonnant  qu'on  lui  payât 
80:000  R.s  (reaes).  L'Université  a  trouvé  le  traitement  accordé  exorbitant, 
toutefois  a  fini  par  ceder. 

(3)  Bien  qu'on  trouve  beaucoup  de  Nunes  (nora  assez  vulgaire  à  Tépo- 
que,  comme  aujourd'hui)  dans  les  sinistres  registres  du  Tribunal  de  lTn- 
quisition  (A.  BaiÀo,  A  Inquisição  em  Portugal  e  no  Brasil  —  Subsídios  para 
a  stta  historia,  Lisboa,  100(5,  pp.  102-256.  Dénonciations  éffectuées  du  10 
janvier  1537  jusqu'au  22  novembre  1601),  Pedro  Nunes,  n'y  figure  pas 
ni  sa  femme,  ni  ses  enfants. 

A  titre  de  curiosité,  on  signale  dans  1'ouvrage  cite  de  A.  Baião  (p.  92) 
la  nomination  d'inquisiteur,  le  7  octobro  1565,  d'un  autre  Pedro  Nunes, 
docteur  en  droit  cânon,  différent  assurément  du  docteur  Pedro  Nunes,  Vedor 
et  Desembargador.  II  y  a  eu,  donc,  dans  la  même  époque  trois  drs.  Pedko 
Nunes  ou  plfitot  quatre,  car  dans  le  troisicme  quartier  de  xve  siècle,  il  y  a 
eu  un  autre  (Theophilo  Braga,  Historia  da  Universidade  de  Coimbra,  t.  i, 
Lisboa,  1892,  p.  198,  et  Ed.  Freire  d'Oliveira,  Elementos  para  a  historia 
do  município  de  Lisboa,  1."  parte,  t.  i,  Lisboa,  1885,  p.  328). 

(*)  II  exerça  1'oftíce  dTnquisiteur  general  depuis  le  10  juín  1539,  jus- 
qu'au  24  février  1578.  A  lui  a  succédé  1'évêque  Don  Mani .el  de  Menezes, 
celui  dont  nous  avons  parle  à  propôs  de  la  «cutilada»  que  Dona  Guiomar 
Nunes  donna  à  Coimbre  en  sa  présence.  11  preta  serment  le  13  juin, 
mais  il  n'arriva  pas  à  exercer  des  fonctions  pour  avoir  succombé  à  la  ba- 
taille  d'Alcacer-(^uibir. 
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manque,  soil  aux  dominicams,  soit  aux  pères  de  la  Compagnie 
de  Jesus,  pour  perséculer  le  grand cosmographe. 

En  effet,  comme  três  bien  le  remarque  M.  Joaquim  Ben- 
SAUDE  {loc.  cit.,  p.  63)  les  écrits  de  Pedko  Nunes  furent  éner- 
giquement   attaqués   par  Diogo   de  SÁ,    dont  1'ceuvre  (De  na- 

ilione  Hbri  tres)(l),  datée  de  1549  et  dédiée  a  Don  Joio  III, 
ne  fut  pas  réfutée  par  PEDRO  NUNES,  en  quoi  il  a  bien  agi. 

KatSERLING  signale  un  ma  nu  se  ri  t  contre  les  hérétiques  d'un 
auteur  du  mème  nom,  DiOGO  de  SÁ,  de  la  mème  époque.  Cet 
écrit  est  dédié  à  llnquisiteur  general,  le  eardinal  Don  HEN- 
RIQUE. Ces  deux  écrits  provenant  probablement  d'un  mème 
personnage,  semblenl  révéler,  d'après  M.  Bexsaude  (loc.  cif., 
j).  63),  une  tenta  tive  de  commencer  par  Pedro  Nunes  la  persé- 
cution  réligieuse  qui  éelata  seulement  plus   tard  à  1'Université. 

La  lettre  mentionnée  de  1'évêque  Don  Jeroxymo  OSÓRIO, 
dont  parle  STOCKLER,  nous  revele  cette  mème  animosité  dirigée 
contre  PEDRO  NUNES,  que  la  Compagnie  de  Jesus  avait  montré 
déj;i  en   I5Í5  contre  DAMIÃO  de  Góes. 

Malgré  lout,  Pedro  Nunes  a  tríomphé,  ayant  toujours  eu  de 
protection  dans  la  Cour(-).  C  est  donc,  et  heureusement,  sans 
raison,  à  notre  avis,  que  M.  Augusto  Martins  affirme  (3j  n'ètre 
jiii^  PEDRO  NUNES  «uma  ereatura  protegida  pelos  poderes 
públicos,  desde  que  os  jesuítas  n'elles  começaram  a  ter  in- 
fluencia  . 

11.    PEDRO    NUNES    est    mort,    à   ce   qui    parait,    le    11    aout 
1 578  (*),   une  semaine  juste  après  le  desastre  d'Alcacer  Quibir, 


(')    Bodolphe    GuímarÃes,    Les  mathématiques  en  Portugal,   2.e  édition, 
Coimbie,  1909,  pp.  412-113. 

(-')    <...  ni  fue,  la  menor  gloria  suya,  auer  tenido  por  discípulo  el  Go- 
neroador  Castro,  assi  como  tàbien  no  es  poço  lo  q  su  fama  puede  hòrarse, 
de  la  gri  cõfíança  q  para  este  mismo  menester  hizierõ  dei  los  Reys,  q  su 
edad  alcanço».  (Pedho  Babboza  Homem,  Discursos  de  la  Jvridica  y  verda- 
remon  de  Estado,  Coimbra,  1626,  p.  280). 
Voyez  aussi  1'article  de  M.  le  Dr.  Joaquim  Martins  Teixeira  de  Carvalho 
intitule :   .1  anatomia  em  Coimbra  no  século  xvi.  (Revista  da  Universidade 
Coimbra,  t.  h,  1918,  pp.  545-54G). 
•  I  Agitia,  Porto,  2.«  Bérle,  t.  i,  1912,  p.  88. 

Sur  le  front   de   l'un   des  exemplaires   De  arte  atque  ratione  naui- 
.!-  a  la  Bibliothèque  nationale  de  Lisbonne  (n.°  2213  rouge 

,1"  catalogn n   trouve,  d'une  écriture  du  xvi«  sircle,  Findication  sui- 

I  bic  I  >octor  ano  Dm  1502.  Obiit  vero  tertio  idus  Augusti 
Íõ78). 
Dana  ane  rverba»  registée  le  :i1  octobre  de  la  même  année  1578  de  la 
« -Uiaii  aliaria  de  1»   Si  bastião»  ;Torre  do  Tombo),  on  declare  que  Pe 
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sou  suceesseur  dans  le  charge  de  grand-eosmographe  étant 
THOMAZ  d'Orta,  qui  ne  fut  nommé,  en  tout  cas,  que  le  30 
mai  1582  (déjà  sons  FlLIPPE  II  (TEspagne);  c'est-à-dire,  pen- 
dant  4  ans  il  n'y  a  pas  eu  en  Portugal  de  grand  cosmographe, 
manque  qui  n'a  peut-ètre  pas  été  sensible,  ò  cause  des  troubles 
qui  agitèrent  le  pays  pendant  cette  période. 

12.  Nous  devons  enfin  remarquer  que  dans  le  monument  de 
Luiz  de  Camões,  érigé  à  Lisbonne,  sur  la  place  qui  porte  le 
nom  de  ce  célebre  poete,  on  voit  une  statue  de  PEDRO  NUNES, 
laquelle,  eonjointement  avec  celles  d'autres  personnages  histo- 
riques,  sert  d'orncinent  au  piédestal  du  dit  monument.  Les 
compagnons  de  Pedeo  Nunes  sont:  Fernão  Lopes,  Gomes 
Eannes  d'Azurara,  Fernão  Lopes  de  Castanheda,  Joào  de 
Barros,  Vasco  Mousinho  de  Quevedo,  Jeronymo  Corte 
Real  et  Francisco  de  Sá  de  Menezes. 

On  a  évideminent  rendu  ainsi  bonnnage  à  la  mémoire  de 
Pedro  Nunes,  mais  au  dire  de  M.  le  colonel  Esteves  Pe- 
reira (*),  la  meilleure  manière,  et  la  plus  durable,  d'honorer 
le  savoir  du  Dr.  PEDRO  NUNES,  et  de  commémorer  les  services 
qu'il  a  rendu  à  la  science  et  à  sou  pays,  serait  de  vulgariser 
quelques  uns  de  ses  ouvrages. 

M.  le  Dr.  Luciano  Pereira  da  Silva  va  plus  loin.  II  est 
d'avis  (2)  que  le  Gouvernement  portugais  devait  faire  réim- 
primer  tous  les  ouvrages  de  Pedro  Nunes,  les  mettant  ainsi  a 
la  portée  des  studieux,  enrichissant  la  littérature  mathéma tique 


Nunes  ne  doit  plus  toucker  les  50:000  R.s  (reaes)  d'appointements  de  grand- 
cosmographe,  par  suite  de  son  décès  (Sousa  Viterko,  loc.  cit ,  p.  226),  ce 
qui  confirme  1'indication  ci-dessus. 

Aussi  le  14  aofit  lf>78,  étant  récteur  de  1'Université  de  Coímbre  Don  Je- 
ronymo de  Menezes,  les  flls  de  Pedro  Nunes  ont  demande  au  Conseil  de 
ITJniversité  une  lettre  de  faveur  pour  le  Cardinal,  laquelle  leur  a  été  ac- 
cordée  (Voycz  :  Concelhos,  vol.  n,  1.  1,  foi.  103),  ce  qui  semble  prouver  qu'ils 
avaient  à  cette  date  perdu  leur  père,  puisqu'ils  ont  eu  besoin,  pourobtenir 
la  protection  qu'ils  sollicitaient  par  requête  au  Cardinal,  de  recourir  au 
Conseil  de  rUniversité.  Si  leur  père  était  vivant,  ils  irauraient  pas  eu, 
sans  doute,  à  demandei*  cette  protection  au  Conseil  précité. 

On  ignore  si  les  fils  de  Pedro  Nunes  ont  eu  de  descendance,  mais  il 
parait  que  oui.  Du  reste,  quelques  personues,  surtout  originaires  d'Al- 
cacer  do  Sal,  se  disent  descendantes  du  graud-cosmographe,  soit  en  ligne 
directe,  soit  en  ligne  collatérale,  mais  nous  n'avons  trouvé  aucun  document 
qui  confirme  ces  suppositions. 

(l)   Revista  de  engenharia  militar,  Lisboa,  t,  xvi,  1911,  p.  183. 

í2)  Revista  da  Universidade  de  Coimbra,  Coimbra,  t.  n,  1913,  p.  139, 
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nationale  et  rendant  un  hoininage  mérité  a  cel  éminent  savant 
(hi  xvie  siècle  (l). 

íàant  de  la  méme  opinion  que  ee  professeur  de  1'Université 
de  Coimbre,  nous  avons  proposé  dans  la  séance  de  1'Académie 
des  sciences  de  Lisbonne  du  18  déeembre  1913  que  cette  sa- 
vanie  compagnie  representai  au  Gouvernement  portugais  afin 
que  la  réimpression  de  1'ceuvre  toute  entière  du  célebre  grand- 
cosmugraphe,  soit  décrétée,  ou  que  cette  réimpression  soit  faite 
par  Pordre  de  Ia  méme  Académie. 

*       * 

13.  Lc  Docteur  Pedro  Nunes  est  devenu  surtout  célebre  par 
ses  ouvrages. 

Le  premier  qu'il  composa  fut  le  Tradado  da  sphera,  aujourd'bui 
excessivement  rare  (2). 

J.  C.  Rodrigues,  dans  son  Catalogo  annolado  dos  livros  sobre 


(!)  Le  colonel  Esteves  Pereira  faisant  rêimprímer  dans  la  Revista  de 
engenharia  militar  (Lisboa,  t.  xvi,  1911,  pp.  240-248,  280-287,  351-36(3, 
42*4-433,  482-493;  t.  xvn,  1912,  pp.  34-41,  54-65)  le  Tratado  en  defensam 
da  carta  de  marear,  et  dans  la  même  Revista  (t.  xviii,  1913,  pp.  364-371, 
424-433)  le  Tratado  sobre  certas  dmiidas  da  nauegaçãn,  a  donné  1'exemple 
de  ce  quon  doit  faire  par  rapport  aux  ouvrages  restants. 

Ausbi,  grâce  à  1'initiative  de  M.  Joaquim  Bensaude,  le  Traité  de  la 
Sphhre  va  être  roproduit  photo^raphiquement,  à  ce  qiril  parait,  par  1'ordre 
do  Gouvernement  portugais. 

(L'i  Noua  ne  connaissons  que  les  exemplaires  de  cet  ouvrage  existants 
dana  les  Bibliothèques  suivantes:  Nationale  de  Lisbonne  (Res.  n.°  410 
rou^re),  de  l'Académie  des  sciences  de  Lisbonne  (Reservados  —  5.107)  (et 
une  copie  magnifique  manuscrite  sur  papier  imperial,  offerte  à  1'Académie 
par  fen  1"'  roi  Don  Luiz  I),  publique  municipale  de  Porto  (n.°  Y'  —  1),  et 
un  double,  publique  de  Évora  [Reservados  —  Gab.  E.  5 — C.  2.  d.  n.°  21 
(111  i,  da  «Torre  <lo  Tombo»  (incomplet;  il  lui  manque  22  pages,  savoir; 
feuiílea  aiiij,  6,  W?,  biij,  biiij)  (n.°21.  13.  1),  de  1'Observatoire  astronomique 
de  Pulkova  ivol.  i  <lu  catalogue,  1860,  section  xm),  ducale  de  Wolfenbúttel 
I  Brunswick)  et  dana  lea  bibliothèquea  particulieres  de  feu  Fernando  Palha 
(o.     161)  el  <!<•  M.  Praucibco  de  Paula  Azeredo  (Samodães). 

A  la  Bibliothèque  de  l'Observatoire  de  FUniversité  de  Coimbre  il  existe 
une  ••'»|ii«',  manuacrite. 

Les  <li.\  premièrea  pagea  de  ce  fameux  ouvrage,  ont  été  réimprimées:  il 
en  exÍ8te,  ;'i  notre  Connai88ance,  un  exemplaire  a  Torre  do  Tombo,  un  autre 
dana  l;i  Bibliothèque  de  1'Univeraité  de  Coimbre,  et  M.  le  Comte  d'ARRo- 
<iii  i  i  a  poaaède  ausai  un  autre  dans  sa  magnifique  bibliothèque. 

A  titre  d'informatioD  inms  devons  remarquei-  que  le  front  de  1'exem- 
plaire  du  Tratado  da  sphera  .-ipartenant  à  la  Bibliothèque  national  est  un 
timilé  de  celui  <!»•  1'Académie  des  Sciences. 
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o  Brazilj  etc  ,  Parte  I,  Rio  de  Janeiro,  1907,  p.  467,  dit,  con- 
cernant  eet  ouvrage,  le  suivant:  «O  catalogo  100  de  L.  RoSEN- 
THAL,  de  Munich,  annunciou  por  3000  marcos  o  Tratado  da 
Sphera  com  a  Theorica  do  Sol  (Lisboa,  1537),  obra  de  toda  a 
raridade  e  que  nem  IxNOCENCIO  cita(').  Infelizmente  achou  logo 
comprador  na  Europa».  M.  Ludwic;  Rosenthal  me  confirme, 
par  carte  postale  du  29  novembro  1913,  cette  vente  dans  sou 
magasin,  par  une  somme  si  considérable,  \\  un  acheteur  dont 
le  nom  lui  est  reste  inconnu. 

Lc  Tratado  da  sphera  forme  un  volume  in-4.°  de  90  feuillcs 
non  numérotces,  et  se  compose  de  13  cahiers  ainsi  designes: 
l.ercahier  (sans  numération),  d'une  double  feuille-,  2e  à  1  l e  ca- 
hiers (a,  b,  c,  d,  e,  f,  A,  B,  C,  D),  de  quatre  feuilles  doubles 
chacun  ;  l2e  cahier  (E)  de  six  feuilles  simples,  13e  cahier  (F) 
d'une  double  feuille. 

Le  papier  a  la  marque  en  íiligrane  de  lignes  droites  suivant 
la  plus  grande  dimension  de  la  feuille,  et  d'une  aiguière  sur 
laquelle  se  trouve  une  couronne  surmontée  d'une  croix. 

Les  feuilles  ont  0m,28ò  de  hauteur  par  0m,  185  de  largueur 
et  de  0m,  243x0m,136  de  comp.),  mais  elles  sont  déjà  rognées 
également. 

Le  texte  imprime  de  chaque  page  est  limite  par  des  filets  à 
la  partie  supérieure  et  inférieure,  à  droite  et  a  gaúche;  la  dis- 
tance  entre  les  filets  supérieur  et  inférieur  est  de  0m,245  et 
entre  les  filets  droit  et  gaúche  de  0m,140. 

Chaque  page  complete,  en  une  seule  colonne,  contient  40 
lignes  et  chaque  ligne  complete  50  à  55  lettres. 

Les  caracteres  sont  du  type  gothique ;  les  signes  de  ponctua- 
tion  sont:  deux  points,  point  et  três  rarement  la  virgule,  qui 
est  désignée  par  /. 

Les  annolations  sont  imprimées  a  la  marge  extérieure  de  la 
page  en  dehors  du  filet;  et  les  figures  intercallées  dans  le  texte, 
ce  qui  réduit,  par  suite,  la  longueur  des  lignes  (2). 

Sur  le  front  du  livre  on  lit  le  titre  suivant: 

Tratado  da  Sphera  |  com  a  theorica  do  Sol ;  e 
da  |  Lua  =  E  ho  primeiro  liuro  da  |  Geographia  de 
Cláudio   Pto  I  LOMBO   Alexãdrino.    Tirados   noua- 


(*)  Au  contraire  de  ce  qui  affirme  M.  Rodrigues,  Innockncio  s'occupe 
mêrae  largement  de  cet  ouvrage  dans  son  Diccionario  bibliographico  por- 
tuguez,  Lisboa,  t.  vi,  18(52,  p.  439. 

(2)  Revista  de  engenharia  militar,  Lisboa,  t.  xvi,  1912,  p.  189. 
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men  |  te  de  Latim  em  lingoagem  pello  Doutor  | 
PÊRO  NUNEZ  Cosmographo  dei  Hey  dõ  |  Joio  ho 
terceyro  deste  nome  nosso  Se  |  nhor.  E  acretados  de 
muitas  annota  j  çoês  e  figuras  por  que  mays  facil- 
mente |  se  podem  entender  |.  Item  dous  tratados 
q  o  mesmo  Dou  j  tor  fez  sobre  a  carta  de  marear. 
Em  os  |  quaes  se  decrarão  todas  as  principaes  | 
duuidas  da  nauegaçaõ.  Cõ  as  tauoas  do  |  mouimento 
do  sol  :  e  sua  declinação.  E  o  |  Regimeto  da  altura 
assi  ao  me\o  dia  :  co  |  mo  nos  outros  tempos. 
Com  privilegio  Real  . 

Tout  ce  titre  est  entouré  par  une  bordure  de  Om,035  de  lar- 
geur  dans  les  còtés  et  dans  la  partie  inférieure,  et  de  0m,45  de 
largeur  dans  la  partie  supérieure. 

La  bordure  supérieure  represente  une  arche  de  portail,  ayant 
mu  ses  extrémités  deux  oiseaux  a  longs  becs  ouverts;  par  des- 
sous  de  Parchc  on  voit  un  écu  avec  les  lettres  ihs,  abréviation 
du  mot  Jesus.  Les  bordures  latérales  représentent  des  vases 
avec  des  fleurs,  et  la  bordure  inférieure  a  au  milieu  1'écu  des 
armes  de  Portugal  surmonté  de  la  courorme,  ayant  \\  chaque 
des  rameaux  de  fleurs  ('). 

Au  verso  de  la  page  de  titre  on  trouve  imprime  1'ordonnance 
du  2"  septembre  1537,  par  lequel  le  roi  Don  Joio  III  accorda 
ii  Pedro  Nunes  le  privilège  pour  pouvoir  faire  imprkner  ses 
ouvrages,  ^t )it  en  lalin  soit  en  portugais  (assim  em  latim  como  em 
lingoagem),  des  sciences  mathématiques  et  de  la  cosmogra- 
phie. 

A  la  deuxième  feuille  (pages  recto  e  verso),  on  trouve  la  dé- 
dicace  du  livre  h  Tiniam  Don  Lnz  (-). 


(M  Le  front  en  qaestion  se  trouve  reproduit  par  la  pbotographie,  dans 

rdeêf  -.'  série,  t.  m,  1907,  p.  384  et  dans  la  Revista  da  Universidade 

I  toimbra,  k.  u,  1913,  p.  130. 

('-')  Koufi  croyona  devoir  mettre  en  relief  la  partie  la  plus  importante 

de  l;i  dédicace,  Bavoir:  .  . .  «Vendo  eu  que  ho  tratado  da  sphera:  &  Theo- 

rica  'I"  -"1  &  da  Lua:  com  ho  primeiro  liuro  da  Geograpbia  de  Ptolomkd: 

tam  aquellea  principioa  que  deve  ter  qualquer  pessoa  que  em  Cosmographia 

deêeja  saber  algua  cousa.   Por  não  carecerem  disso  os  que  não  sabem  latim 

bo  tir.  v  em  nosso  lingoagem.   Acreceitei-lhe  alguas  anotações  pêra  que 

facilmente  Be  podeasem  entender.   Puslhe  ao  cabo  bus  tratados  que 

»bre    i  Carta  d.'  marear:   &  ho  regimeto  da  altura:    porque  não 

bou  tain  confiado  de  minhaa  eousaa  que  cresse  que  per  si  as  quereriam  ver : 

<S:  judo  nesta  cõpanhia  algua  hora  per  acerto  se  abrira  ho  liuro  nelles». 
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Le  contenu  du  volume  est  ainsi  distribué  par  les  feuilles  des 
cahiers  numérotés. 

Feuille     3,  r°  —  23,  r° —  Tratado  da  sphera. 

s        23,  v°  —  30,  r° —  Theorica  do  Sol  e  da  Lua. 

»        3Q ^  r°  —  50,  v°  —  Livro  primeiro  da  geogra pítia  de  PTO- 

LOMTU. 
)}        51,  r°  —  58,  v°  —  Tratado  sobre  certas  duuidas  de  na~ 

negação. 
,        59,  r°  —  89,  v° — Tratado    en   defensam    da    carta    de 

marear. 
»       90,  r°  —  Epigramme  (en  latin)  composée  par  GEORGE 
Coelho   dédiée   h   Pedro   Nunes  (*)   et 
presquc   à    la    fin    de    la    page    la   clòture 
suivante : 

Acabou-se  de  emprimir  a  presente  obra  na  muyto  | 
nobre  e  leal  cidade  de  Lisboa  por  Gernião  Ga  |  lharde 
empremidor.  Ao  primeiro  dia  do  |  mez  de  Dezem- 
bro. De  1537  annos. 

On  voit,  dono,  d'après  ee  que  nous  venons  d'exposer,  que 
ce  sont  trois  Traités,  absolument  diííérents,  reunis  sous  le  mème 
volume,  lesquels  nous  passons  a  examinei*  séparément. 


14.  Le  plus  aneien  ouvrage  d'astronomie  que  1'Europe  ait 
produit,  ou  qui  nous  soit  parvenu,  est  le  Traité  de  la  Sphère 
de    SACRO   BOSCO  (*).    L'étude   de    1'astronomie    étant   presque 


(l)  Cet  épigramme  est  la  suivante : 

«Qui  cupisè  torris  arcana  incógnita  eoeli 

Noscere  :  et  ignoto  panclere  vela  mari  ; 
En  tibi  qui  summum  reserat  suMimis  Olympion  : 

Per  inoilios  tluctus  hoc  duce  tutus  eris. 
Hand  miram  ingenii  tot  opes  florere  liliello. 

Nobilis  egredum  condidit  author  opus. 
Si  ciaram  Alcioa  durat  per  saecula  nomen 

Quod  i'H'luin  potuil  Bustinuisse  humens, 
Nou  miaor  el  Pbtm  dicenda  est  gloria  Nouni, 

Cujus  inens  terras.,  aequora  et  ostra  capit». 

(l)  JoÃo  dk  Sacro  Bosco  était  un  moine  anglais,  né  au  commencement 
du  xme  si('cle,  à  Halifax  ou  Iloly-Wood,  d'oíi  son  nom  latin  Joannes  dk 
Sacro  Bosco  ou  de  Sacho  Busco.  Tl  étudia  à  Oxford  et  ensuite  à  Paris,  ou 
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enlièrement  déehue  par  la  difficulté  de  se  procurer  et  d'en- 
tendre  les  ouvrages  des  anciens  astronomes,  Sacro  Bosco  voa- 
lant  la  ranimer  un  peu  composa  iin  abrégé  ou  il  se  contenta 
d'extraire  ce  qu'il  v  avait  de  plus  élémentaire  dans  les  éerits 
de  PTOLÉMÉE,  d'ALFREGAN  et  d'ALBATEGXius.  II  n'y  mit  rien 
de  lui-mcme;  il  n'avait  jamais  d'ailleurs  pratique  1'astronomie ; 
il  prétendit  seulement  compuser  une  espèce  d'introduction  à 
des  ouvrages  plus  savants.  Cet  extrait  superfície!  eut  long- 
temps,  (pendant  trois  siècles),  une  grande  réputation,  et  de- 
meura  le  seul  classique,  mais  oomme  les  notions  exposées  par 
SACRO  BOSCO  n'avaient  pas  mème  les  développements  néces- 
saires  pour  ètre  bien  comprises,  il  eut  lui-mème  besoin  de  com- 
mentateurs. 

PEDBO  NUBDBS  fut  un  de  ceux-là. 

Sou  Tratado  da  Sphera  est  le  livre  de  SACRO  BOSCO  dúment 
annolé  et  mis  au  point,  renfermant,  com  me  1'original,  quatre 
chapitres,  savoir: 

Cap.  I.  Da  revolução  do  ceo.  Da  redondeza  do  ceo.  Dos 
dous  coluros.  Do  meridiano  e  liorisonte.  Dos  quatro  circulos 
menores.  Da  redondeza  da  terra.  Da  redondeza  da  agua.  Que 
a  terra  seja  centro  do  mundo.  Que  a  terra  seja  ymouel.  Da 
quantidade  da  terra.  —  Cap.  ir.  Dos  círculos  dos  quaes  a  es- 
pbera  material  he  composta  per  que  entendemos  a  celestial. 
Do  zodíaco.  —  Cap.  in.  De  como  nacem  e  se  põem  os  signos. 
De  dcferença  dos  dias  y  noytes  e  da  defereça  dos  climas.  De 
como  nacem  e  tomo  se  põem  os  signos  :  segundo  os  astrólogos. 
l);i  diuersidade  dos  dias  e  noytes  que  tem  os  que  morão  em 
diuersas  partes  da  terra.  Dos  que  viuem  antre  a  equinocial  e  o 
trópico  de  Cancro.  Dos  que  viuem  debaixo  do  trópico  de  Can- 
cro.  !)<>>  que  viuem  antre  o  trópico  de  Cancro  e  ho  circulo 
artico.  Dos  que  viuem  antre  ho  circulo  árctico  e  ho  polo  do 
Mundo.  Dus  que  viuem  debayxo  do  polo  artico.  Da  repartição 
(!<)«,  climas.  -Cap.  iv.  Dos  círculos  e  mouimentos  dos  pla- 
netaa  :  e  das  causas  dos  eclipses  do  Sol  e  da  Lua.   Do  eclipse 


avoir  acquis  ane  -rand.   célébrité,  comme  astronome  et  comme  ma- 
thématicien,  il  est  décédé  «ai  Ilí."»»;. 

Bod  Sphara  est  le  plus  anciea  ouvrage  dastronomie,  produit  en  Europe 
et  parvena  ft  dos  joars. 

li  l*w  éditioE  date  de  1472  (Ferrara),  a  ce  qu'il  parait,  ayant  eu  de 
noml  litiona  au  w  Biècle  (d'aprèa  Bbiwnet,  Haim  fait  mention  de 

litiona  dans  ce  fi<  cie),  22  au  xvi«siècle,  11  auxvii«  siòcle,  la  dernière 
étant,  para!t-il,  de  1'année  1*■''.,'.| 
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de  Lua.    Ànnotação  sobre  as  derradeiras  palauras  do  Capitulo 
dos  Climas. 

C'est-à-dire,  le  traité  De  Spluera  de  Sacro  BOSCO  fut  tirado 
novamente  do  latim  em  lingoagem  par  le  Dr.  Pedro  Nunes  en 
1537. 

II  y  avait  déjà  d'autres  traduetions  portugaises.  Ainsi,  il  existe 
dans  la  Bibliothèque  d' Évora  un  Tratado  da  sphera  do  mudo 
tirado  do  latim  em  lingoagl  portuguez  (!),  et  un  autre  Regimento 
do  astrolábio  e  do  quadrante  —  Tratado  da  Sfera  do  mundo,  le 
plus  aneien  exeniplaire  connu,  dont  M.  Joaquim  Bexsatde, 
1 1'ayant  découvert  dans  la  Bibliothèque  royale  de  Muni  eh,  vient 
de  faire  une  reproduction  fac-similé,   avee  une  introduction  (2). 

Mais  la  traduction  de  Pedro  Nunes  est  augmentée  d'anno- 
tations  qu'on  voit  aux  marges  des  pages,  qui  expliquent,  com- 
pletem ou  corrigent  le  texte,  daprès  les  idées  de  son  temps. 

Parmi  ees  annotations  il  y  a  une  assez  développée,  intitulée: 
«Annotações  sobre  as  derradeiras  palavras  do  Capitulo  dos  cli- 
mas». Cette  annotation  fut  plus  tard  traduite  en  latin  (3),  par 
ELIAS  Vineto  (4)  —  Petri  Nonii  Saleciensis  annotatio  in  extrema 
verba  capitis  de  climatibus  Elias  Vineto  interprete  —  et  ajoutée 
à  quelques  éditions  de  I'ouvrage  de  SACRO  BOSCO:  Sphazra  emen- 
datai})  (format  de  0"\156  x  0,n,092  et  0in,  1 30  x(T066  de  comp.)y 
savoir:    Antuérpia,    1566  (6),    pp.    132-139,    1573  (7),    1852  (8), 


(*)  RoDOLrHE  Guimarães,  Les  mathématiques  en  Portugal,  2e  édition? 
Coi.nbre,  1909,  p.  395. 

(2)  Elle  va  paraitre  dans  la  collection  «Seltenheiten  aus  siiddentschen 
Bibliotheken»,  Municli. 

(3)  La  traduction  latine  ne  comprend  pas,  comme  on  peut  le  voir  dans 
O  Instituto  (3e  série,  t.  xlviii,  1901,  700-705)  la  note  portugaise  toute 
entière. 

(4)  Vinet  a  été  contemporain  de  Pedro  Nunks  (ear  il  est  né  1'année  1519 
et  décédé  en  1587),  et  étant  professeur  d'Humanités  à  Bordeaux  pendant 
6  ans,  il  est  venu  en  1547  à  TUniversité  de  Coimbre,  acompagnant  le 
Dr.  Gouveia,  et  il  a  rentré  en  France  après  la  mort  de  celui-ci. 

(5)  Dans  quelques  éditions  de  cet  ouvrage  de  Sacro  Bosco,  la  note  meu- 
tionnée  de  Vinet  parait  sous  le  titre:  Petri  Nonii  Salaciensis  Demonstra- 
tionem  eorum,  quce  in  extremo  capite  de  climatibus  Sacroboscus  scribit  de 
inaiquali  climatum  latitudine,  eodem  Vineto  interprete. 

(6)  Existant  aux  Bibliothèques:  royale  de  Berlin,  de  1'Observatoire  as- 
tronomique  de  Pulkova  (vol.  i  du  catalogue,  1860,  section  xin),  de  1'Uni- 
versité  de  Louvain,  et  Bodleian  Library  Oxford. 

(7)  Idem  à  la  Bibliothèque  publique  m.unicipale  de  Porto 

(8)  Idem  aux  liibliothòques:  nationale  de  Lisbonne  (n.°  2937,  noir),  de 

n.°  ~u  de  1'Université  de  Padoue. 
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pp.  147-154,  1673  (*);  Colónias,  1566  (2),  pp.  54-59;  1581  (3); 
1591  r4),  PP.  4652-,  1594(5):  1601  (6)  •,  1610(7);  Lugdvni, 
1564  (8),  pp.  147-155;  1567  (9),  147-155;  1600(1°);  1606  ("), 
pp  95,  Luteiia;,  1 556  (*2),  93-103,  1557  (13),  pp.  96-103;  1559, 
pp.  51-57;  1561  (");  1562  (1S);  Parisiis,6s1552  (16),  pp.  51-57; 
1577,  pp.  49-54-,  1601(,T);  I608(*8);  1619  (19);  Venetiis,  1562, 
1565,  1569  C20),  1586  (21j,  pp,  82-91. 

ViNET  dit  a  la  fin  de  sa  traduction:  Vernáculo  sermone  scripti- 
hoc  Noxirs,  id  est  Hispano-Portugallico. 

()n  \  montre  que  la  largeur  des  climats  diminue  h  mesure 
(ju'ils  approchent  du  pôle. 

PTOLÉMÉE  en  avait  fait  la  remarque  sans  la  démontrer.  Pedko 
NUNES  dit  que  tous  les  auteurs  ont  répété  1'assertion  de  Pto- 


(l)  Existant  à  la  Bibliothèque  de  la  ville  de  Namur. 
('*)  Idem  aux  Bibliothèques:  de  1'Observatoire  de  Pulkova,  des  Univer- 
sités  de  Louvain  et  de  Prague  (14  K  63),  de  la  ville  de  Francfort  s.  M. 
(Astron,  545). 

(3)  Idem  aux  Bibliothèques:  Gr.  Bad-Hof.  de  Karlsruhe,  et  nationale  de 
San  Marco  de  Vénise  (224.  D.  208). 

(*)  Idem  aux  Bibliothèques  nationale  de  Lisbonne  (u°  11146  noir),  de 
la  ville  dAnvers,  des  Universités  de  Bale  (Kf  vi  16-N°  2)  et  de  Gand. 
( :)  Idem  à  la  Bibliothèque  de  la  ville  de  Namur. 

11.  ín  à  la  Bibliothèque  royale  de  Berliu,  de  1'Université  de  Gand, 
et  de  la  ville  de  Francfort  s.  M.  (Astron,  572). 

(")  I dr ni  aux  Bibliothèques:  de  Trinity  College  de  Dublin  (EE.  0.  69), 
royale  de  Berlin,  et  de  la  ville  de  Francfort  s.  M.  (Astron.  572). 

(*)  Idem  à  la   Bibliothèque  nationale  de  Lisbonne  (n°  2931  noir)  et  à 
celles  de  rObservatoire  astronomique  de  Lisbonne  (Tapada)  et  de  1'Uni- 
ité  de  Valência  (Espagne). 
(•)  Idem  à  la  Bibliothèque  royale  de  Berliu,  et  à  la  celle  de  1'Ecole  de 
guerre  de  Lisbonne  (n°  2425). 

(toj  [dem  á  la   Bibliothèque  nationale  de  Lille  (n°  1351  du  catalogue 

í  et  arte,  1839). 
i")  [dem  à  ía  Bibliothèque  de  rUníversité  de  Padoue. 
(u')  Idem  à  la  Bibliothèque  nationale  de  Lisbonne  (n°  2927  noir),  et 
Bristish  Museum  de  Londres. 

i"i  [dem  aux  Bibliothèques:  nationale  de  Lisbonne  (n°  2887  noir),  de 
rUniveraité  de  Coimbre  et  de  rObservatoire  astronomique  de  Pulkova 
(vol.  i  da  catalogue,  L860,  section  xm). 

i11)  Idem  au\  Bibliothèques:  de  rObservatoire  astronomique  de  Lis- 
bonne    rapada),  el  royale  de  Berlin. 

[dem  à  In  Bibliothèque  de  1'Université  de  Valência  (Espagne). 
[dem  à  la  Bibliothèque  de  l'Aeadémie  des  sciences  de  Lisbonne. 
i  [dem  'i  la  Bibliothèque  de  rUniversité  de  Gand. 
[dem  à  la  Bibliothèque  royale  de  Belgique. 
[dem  à  la  Bibliothèque  de  rObservatoire  de  Paris. 
I  [dem  à  la  Bibliothèque  de  rObservatoire  astronomique  de  Lisbonne 
(Tapad 

(*')  Idem  à  la  Bibliothèque  oationale  de  Lisbonne  (n°  2938  noir). 
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lémée,  sans  en  apporter  aucune  prcuvc.  Au  dire  de  DELAM- 
BRE  (')  la  demonstra tion  que  PEDRO  NUNES  en  donne  est  extré- 
mement  prolixe  et  n'offre  rien  que  soit  digne  dètre  conserve. 
II  v  a  sans  doute  une  certainè  exaggeration  dans  ee  commen- 
tairé,  car  DELAMBRE  devait  tenir  compte  de  1'époque  oíi  la  dé- 
monstration  a  été  donnée  et  de  létat  de  la  science  alors. 

15.  Un  resume  du  Traitê  de  la  sphere  a  paru  en  latin  plus 
tard,  sous  le  titre :  Astronomici  intruductorii\de  spcera  epitome 
per  Petrum  NONIUM  Saleciensem\,  formant  un  petit  opuscule 
imprime  de  12  pages  de  230mm  x  130mm  de  comp.  sans  date. 

II  existe  un  exemplaire  de  cette  brochure  extrémement  rare 
(car  nous  n'avons  pas  connaissance  d'autre)  dans  la  Bibliothèque 
du  Palais  d' Ajuda.  Elle  se  trouve  jointe  à  1'ceuvre  espagnole  sui- 
vante,  datée  de  1520-1528:  Cu? sus  quatuor  Mathematicorum  ar- 
liam  liberalium  par  PETRUS  CiRUELUS  Darocensis  (2),  formant  le 
tout  un  volume  de  298mm  x  210mm,  qui  figure  au  catalogue  sous 
le  n°  [53  —  vm  —  28]  (3). 

Cet  étude  n'était  pas,  a  notre  avis,  destinée  à  completer 
1'oeuvre  de  P.  ClRUELO.    On  l'y  a  incorporée,  comine  on  pou 


(')  Histoire  de  Vastronomie  du  moyen  âge.  Paris,  1819,  p.  429. 

(2)  L'oeuvre  est  divisée  en  quatre  parties,  savoir:  1.  Eiusdê  Petri  Ci- 
«ueli  Dorocêsis  Paraphrasis  in  Arithmeticã  speculatiua  diui  Senerini 
Boetii:  clarius  &  certius  a3  dita  quã  olim  a  Thoma  Branardino.  Cui  tale 
premittitur  exordium;  2.  Breue  Cõpendium  geometrie  theorica  a  Thoma 
branardino  primii  ex  libriis  Euclidis  Cãpani  Archimedis  &  alioru  cõpi- 
latfi;  3.  Breve  compõdium  Perspective  cõisdui  Joannis  archiòpi  Cataarierl. 
de  radiis  visualib?  ac  variis  modis  videdi:  ex  libris  Halace,  Alcbindi :  & 
aliorum  cõpilatu.  4.  Jacori  Fabri  Stapulensis  Elementa  ]\íusicalia  ad  cla- 
rissimu  viram  Nicolauni  de  haqueuille  inquisitorum  Presidentem. 

A  la  íin :  Quarti  Elementorum  Musices  Finis. 

Explicitum  est  ergo  Volume  quattuor  |  Introductionu  Matbematicaliu 
Magistro  Petro  Ciruelo  Dorocensi  inter  |  prete  simil  &  correctore.  Laus 
deo  1 1526. 

A  la  page  suivante  commence  1'opuscule  de  Pedro  Nunes,  dont  le  titre 
est  reproduit  plus  haut. 

(3)  La  brochure  de  Nunes  est  précédée  d'une  feuille  blanche  sur  laquelle 
«on  trouve  une  période  manuscrite,  d'une  éeriture  ancienne:  De  ventis  par 
D.  Petrum  Nonium  Saleciensis,  savoir :  «Prisce  philosophia  duodecim  ventos 
nomina  celebrauit  septentrioeuim  expirat  a  polo  árctico  huic  oppositus 
auster  sine  Apdistas  ab  ortu  equiuoctiali  si  oppositus  é  Fanonius  sine  Ze 
phyrus.  Sunt  his  quatuor  ventis  collaterales  octo.  Cecias  sine  Elespontus 
ab  ortu  solstitiali  ab  occasu  vero  corns.  Ab  ortu  aut  brumali  Eurus  sine 
vulturnus  &  ab  occasu  Africus  inter  Caciam  siue  Elespontum  &  Septen- 
trionem  ponitur  Boreaa  sine  Aquilo  cui  ex  opposito  respondet  Libanatus. 
At  vero  inter  Septentrionem  &  Corum  positus  est  Hreseias  sine  Circius 
cui  ex  diâmetro  opponi  Euronotus». 
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vait  la  reunir  à  tout  autre  volume  de  formal  pareil  ou  sem- 
blable  à  celui  de  1'étude. 

Bien  que  1'opuscule  mentionné  n'ait  pas  de  date,  1'impression 
est,  à  notre  avis,  et  contrairement  a  celui  de  M.  Bexsaude  (*), 
postérieure  a  la  publicntion  du  Traitc  de  la  sphhe,  non  seule- 
ment  par  le  fait  d'ètre  composé  en  latin  (et  les  premiers  traités 
de  PEDRO  NUNES  furent  écrits  en  portu^ais,  mème  son  Libro  de 
Álgebra,  qui  plus  tard,  lors  de  1'impression  en  Í567,  fut  tra- 
duit  en  espagnol),  mais  notamment  par  la  désignation  «PetrO! 
NONIUM  Salaciensem»,  qui  a  été  commeneée  à  ètre  adoptée  par 
Luiz  Rodrigues  (Lisbonne,   1542) 

L'opuscule  est  divise,  de  mème  que  le  Traitê  de  la  sphère,  en 
quatre  chapitres,  savoir: 

Caput  primu :  Sphaera  avtbore  EuCLlDE  est  circúassumpta 
figura  quando  diâmetro  manente.  Orbium  caelestium  &  elemen- 
tarium  ordo.  Caelestium  spbaerarum  numerus.  Caelestium  sphae- 
rarum  motus.  Quod  motus  cceli  sit  circularis.  Quod  motus  eceli 
sit  sphaerícum.  Quod  Terra  cum  agua  sit  spbaerica.  Quod  terra 
in  centro  sit  loeata  &  respeetu  firmamenti  quasi  punetu.  Quod 
terra  non  moneatur.  De  terra?  ambitu  secundum  Eralosthenens 
=  Caput  secun  de  circulis  Sphaeree:  De  oequinoctiali.  De  zo- 
diaco.  De  duobus  coluris.  De  [Meridiano.  De  Horizonte  =  Caput 
tertium  fie  ortu  &  occasu  signorum :  De  partitione  dici  natu- 
ralis.  De  ijs  qua3  indiuersis  habitationibus  ancidunt. 

Ce  cliapitre  se  termine  par  une  table  eoncernant  les  7  elimats, 
savoir : 

Primi  clima  tis  per  Meroem. 

Secundi  climatis  per  Syenem. 

Tertii  climatis  per  Alexandria. 

Quarti  climatis  per  Rboclum. 

ív>iiinti  climatis  per  Roman. 

Sexti  climatis  per  Borystenem. 

Septimi  climatis  per  Riplieos  motes. 

16.  Le  Tintado  da  sphera  dont  nous  venons  de  parler,  est 
suivi  de  la  '1'heorica  do  Sol  e  da  Lua,  traduetion  des  théoriques 
de  1*1  RBACH,  bornées  \\  celles  du  Soleil  et  de  la  Lune  (2),  pro- 
bablement  pour  juger  cela  suffisant  pour  «eeux  qui  en  cosmo- 


1     /.  astronotnie  nautique  au  Portugal  àVépoque  des  grandes  découvertes, 
B  rn,  1912,  j».  160. 

(*)   Pbdbo  Nuhea  considere  seulement  deux  parties,  1'une  sous  le  titre 
t  1'autre  boua  celui  dr  Theorica  da  Lua, 
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graphie  désirent  savoir  quclquc  chose»  (*),  puis  de  la  traduction 
du  premier  livre  de  PtOLÉmÉe,  qui  renferme  la  base  de  toute 
sa  géographie. 

Ce  livre  est  divise  en  24  chapitres,  savoir:  Cap.  1  —  Da  de- 
ferença  que  ha  entre  a  Geographia  e  a  Corographia.  Cap.  II  — 
Das  cousas  que  se  hani  de  presupoer  para  a  Geographia. 
Cap.  Ill  —  Como  se  possa  saber  ho  numero  dos  estádios  que 
ha  em  toda  a  redondeza  da  terra  :  sabendo  quantos  estádios 
tem  qualquer  distancia  direita  :  posto  que  não  seja  debaixo  de 
hum  mesmo  meridiano.  Cap.  IV  —  Que  ho  que  se  alcançou  pello 
ceo  ha  de  proceder  ao  que  se  soube  por  enformação  dos  que 
andarão  pella  terra.  Cap.  V — Que  os  mais  nomes  históricos 
crearum  polias  mudãças  q  por  tepo  se  faze  na  terra.  Cap.  IV — 
Da  instituição  de  Maiuno  na  Geographia.  Cap.  Vil. —  En  q  se 
examina  a  largura  que  pos  Marino  aa  terra  conhecida  p  obser- 
vações do  ceo.  Cap.  Viu — Em  que  se  examina  o  mesmo  pella 
medida  dos  caminhos.  Cap.  ix  —  Em  que  se  examina  o  mesmo 
pellas  nauegações.  Cap.  X  —  Que  não  deuemos  de  por  os 
Ethiopes  mais  pêra  o  Sul  do  que  he  ho  parallelo  que  esta  em 
contrario  do  que  passe  per  Meroes.  Cap.  XI — Das  cousas  que 
Marino  não  tratou  bem  acerca  da  largura  do  habitado.  Cap.  XII. 

—  En  q  emenda  a  largura  de  toda  a  terra  conhecida  pellos  ca- 
minhos que  se  fezeraò  por  terra.  Cap.  XIII  —  Em  que  se  emenda 
ho  mesmo  pellas  nauegações.  Cap.  XIV  —  Da  naucgação  de 
Áurea  Chersoneso  pêra  Catligare.  Cap.  XV  —  Das  cousas  em 
que  na  particular  exposição  de  Marino  ha  descouerto.  Cap.  XVI 

—  Das  cousas  per  que  passou  Marino  assinando  os  termos  das 
provincias.  Cap.  xvll  —  Das  cousas  em  que  não  concorda  com 
lio  que  se  sabe  pellas  Historias  do  nosso  tempo.  Cap.  xvm  — 
De  quanta  razão  inutile  as  composições  de  Marino  pêra  a  des- 
cripção  do  orbe.  Cap.  xix  —  De  quam  proueitosa  seja  a  nossa 
obra  pêra  a  descripcão  do  orbe.  Cap.  XX  —  Da  desigual  cõmen- 
suração  da  tauoa  de  geographia  de  Marino.  Cap.  xxi  —  Das 
cousas  que  se  ham  de  guardar  na  descripcão  do  orbe  em  plano. 
Cap.  xxil  —  Como  se  ha  de  descrever  ho  Orbe  na  Sphera. 
Cap.  xxiii  —  Exposição  dos  meridianos  e  paralellos  que  na  des- 
cripcão se  hom  de  poer.  Cap  XXIV  —  Do  modo  por  que  se 
possa  descreuer  ho  orbe  em  plano  com  a  semelhança  e  posição 
que  te  a  descripcão  que  se  fez  na  Sphera. 

A  la  fin  du  premier  livre  de  PtOLÉmÉe,  sous  le  titre  de  An- 


(')  «qualquer  pessoa  que  em  cosmographia  deseja  saber  alguma  cousa» 
(Dédicace  du  Traitó  de  la  Sphère,  p.  1). 


ÍIO 


notardes  a  este  primeiro  livro  de  PtOLOMEO,  vient  enfin  un  cha- 
pitre  ou  PEDRO  NUNES  releve  quelqucs  erreurs  commises  par 
le  géomètre  grec,  en  ee  qui  concerne  les  démonstrations  mathé- 
matiques. 

II 

17.  La  coraposition  du  Traindo  sobre  certas  duvidas  da  nave- 
garão a  éte  le  résultat  de  la  discussion  de  Pedro  Nunes  avec 
le  Vameux  MAKTIM  AFFONSO  DE  Souza  (/),  sur  certains  doutes 
(jue  celui-ci  lui  avait  proposés  au  sujet  de  la  navigation. 

Cel  opuscule,  d'une  quinzaine  de  pages  (foi.  51  r°  a  foi.  58  r° 
inu),  n'est  pas  partagé  en  cliapitres  ou  d'aulres  divisions.  Martim 
ÀFFONSO  avait  reçu  mission  en  1530  de  naviguer  avec  plusieurs 
bâtiments  dans  1'hemisphère  sud:  il  arriva  au  Rio  de  la  Plata 
et  de  retour  à  Portugal,  au  bout  de  trois  ans  de  mer,  il  exposa 
à  PEDRO  NUNES  différentes  raanières  de  prendre  la  hauteur  des 
lieux  oíi  il  se  trouvait  et  comnient  il  vérifiait  les  routiers,  mais 
qu'il  s'étonnait  de  deux  choses:  La  première,  que  le  soleil 
étanl  sur  1'équateur,  il  le  voyait  toujours  se  lever  ou  se  coucher 
exactement  a  90°  du  méridien,  quelle  que  fut  la  latitude  ou  il 
se  trouvait.  Lautre  doute  se  rapportait  au  mème  problème, 
mais  quand  le  soleil  était  sur  le  tropique  du  Capricorne,  et 
Pobservateur  par  35°  de  latitude  sud.  A  ee  propôs  Pedro 
Ni  xis  resolut  la  question  de  trouver  ce  que  nous  appelons 
aujourd'hui   les  amplitudes,  ortive  et  occase,  en  quelque  endroit 


i'i  Né  à  Villa  Viçosa,  Mábtim  Affonso  de  Souza  était  noble  de  vieille 
rocne.  II  était  file  de  Lopo  de  Souza,  grand-alcaide  de  Bragança  et  pré- 
pteur  du  duc  de  lira -anca  Don  Jaymk. 

Â.U8BÍ  intime  du  roi  Dou  JoÃo  III,  il  a  été  chargé  de  missions  de  con- 
fiance  três  bonorables.  En  1530  il  est  envoyó  avec  une  flotte  courir  les 
côtea  australea  du  Brésil  et  faire  la  reconnaissance  du  «Rio  de  la  Plata», 
donnant  alora  au  Kio  de  Janeiro  le  nom  qu'il  conserve  encore.  Une  fois 
<!•■  retour  dea  mera  occidentales,  il  est  envoyé  en  Orient  comine  amiral 
itão  mór  do  mar),  ce  qui  ctait  la  place  immédiate  au  vice-roi  de  l'Iude, 
•  t  "ii  í|  ;l  rendu  de  remarquablea  serviços.  Plus  tard  il  est  devenu  vice-roi 
(il  a  Buccédé  à  Don  Ebtbvaw  da  Gama,  et  a  précédé  Don  JoÃo  de  Castro), 
nt  pratique  alors,  à  ce  qu  ou  dit,  des  actions  qui  sont  une  tache  dans 
.-"ii  caractere.  Malgré  ce  «point  noii»  dans  sa  carriòre,  Martim  Affonso  de 
Souza  b  été  un  homme  ílluatre  du  xvie  siècle. 

Le  Comte  de  Picalho  lui  consacre  un  chapitre  (Cap.  m),  tout  entier  de 
bod  Gabcia  da  <  >bta  e  o  seu  tempo,  Lisboa,  1886,  pp.  65-84. 

JoÃo  ii  Barbos  le  cite  souvent  dans:  Da  Ásia.  Década  quarta.  Parte 
primeira,  Lisboa,  177,;  Liv.  iv,  p.  527:  Parte  segunda.  Liv.  vn,  pp.  303, 
31  1;  Liv.  mu.  pp.  411,  418,  126. 
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et  pour  quelque  astre  que  ce  soit;  et  réciproqueinent,  déduire 
la  latitude  de  1'observateur  d'après  ces  amplitudes  observées. 
En  outre  il  considere  un  aulre  point  que  Marti  .m  AFFONSO  de 
Souza  lui  avait  également  soumis:  c'est  qu'en  partant  d'un  cer- 
tain  lieu  daus  une  direction  rigoureusement  perpendiculaire  au 
méridien,  il  voyait  sur  la  sphère  qu  il  devrait  bientot  croiser 
1'équateur,  landis  qu'en  réalité,  naviguant  constamment  à  l'est 
ou  a  louest  il  gardait  la  mème  latitude  sans  s'approeher  nulle- 
ment  de  1'équateur.  Ce  doute  nous  senible  aujourd'hui  pueril 
et  presque  inadmissíble,  mais  il  íut  probablement,  selon  nous 
observe  notre  savant  eollègue  M.  F.  Oom,  1'origine  des  recher- 
ehes  de  Pedro  Nunes  sur  la  loxodromie,  c'est  à-dire  la  courbe 
qui  rencontre  les  méridiens  de  la  sphère  terrestre  sous  un  angle 
constant. 

Dans  ce  traité  qui  nous  occupe,  il  explique  que  dans  1'hypo- 
thèse  susdite,  le  navigateur  suivrait  un  grand  cercle,  et  croise- 
rait  en  efíet  1'équateur,  mais  qu'en  réalité  cela  était  impossibile 
à  la  mer,  ou  le  cap  de  route  n'étant  donné  que  par  la  bous- 
sole,  le  timonier  avait  de  moment  en  moment,  à  dévier  un  peu 
le  navire  de  sa  direction  precedente  pour  le  conserver  le  cap  à 
l'est  ou  a  1'ouest,  suivant  ainsi  un  parallèle,  cas  particulier  de 
la  loxodromie. 

Pedko  Nunes  ajoute  cependant  plusieurs  considérations  sur 
la  possibilite  de  naviguer  par  un  grand  cercle,  en  calculant  les 
caps  successifs  h  suivre  pour  cela.  On  peut  donc  conclure  que 
ce  doute  de  MARTIM  Aefonso  de  Souza  a  fait  résoudre  deux 
problèmes  de  navigation  qui  ont  encore  aujourd'hui  tout  leur 
intérét  pratique. 

Ce  petit  traité  de  Pedro  Nunes  a  été  reimprime,  tout  récem- 
ment,  dans  la  Revista  de  engenharia  militar  (Lisboa,  t.  XVIII, 
1913,  pp.  424-433),  étant  precede  dun  article  três  intéressant 
de  M.  le  colonel  Esteves  Pereira  {idem,  pp.  266-275),  od  il  a 
obtenu  par  un  calcul  assez  simple  (pp.  272-275)  les  résultats 
trouvés  par  Pedro  Nunes. 

III 

18.  Le  Tratado  en  defensam  da  carta  de  marear  {*)  est  dédié 
par  Pedro  Nunes   à   Tinfant  Dou  Luiz.    II  n'est   pas   précédé 


gat 

leur  rédaction  est  poste 
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cTune  dédicace,  mais  1'ouvrage  tout  entier  constitue,  à  vrai  dire, 
un  rapport  a  linfant  sur  létat  de  la  science  nautique  a  celte 
époque-là  et  de  la  manière  de  voir  de  Pedro  Nuxes  lui-mème 
sur  cetie  seience.  S'occupant  de  beaucoup  de  inatières  il  ne  les 
separe  dúment  en  chapitres,  ou  propositions,  comine  il  a  fait 
dans  ses  autres  travaux,  excepté  a  la  fin  du  volume,  de  foi.  78 
;i  foi.  85  v.°  mu,  oíi  l'on  trouve  mentionnés  des  paragraphes 
concernant:  «Como  se  nauegara  per  circulo  mayor»,  «Regi- 
inenlo  da  altura  do  polo  ao  meo  dia»,  «Como  se  tomara  a  al- 
tura do  polo  em  todo  tempo  que  ouuer  sol»,  «Theorica  da 
altura  a  toda  hora  com  os  documentos  que  delia  se  tirão», 
«Declinação  pêra  o  norte»,  «Declinação  pêra  ho  Sul»,  «Segundo 
mono  per  que  se  tomara  a  altura  do  polo  em  todo  tempo  que 
ouuer  sob,  «Regimento  das  legoas  que  respondem  ao  grão  de 
norte  sul  per  qualquer  das  quartas  verificado  pelo  autor  con- 
forme a  carta  de  marear». 

Au  début  de  ce  rapport  (foi.  59  r°  et  v°j  Pedro  Nuxes  erige 
un  magnifique  éloge  à  la  navigation  portugaise  comparée  avec  celle 
des  anciens(1),  et  aussi  on  voit  dès  les  premiers  mots  (foi.  59  v° 
inu)  qu'il  désirait   ardemment  faire  avancer   les    études  cosmo- 


la  carte  do  navigueur  a  été  même  écrit  quelques  années  après  la  cornpo- 
BÍtion  da  traité  sur  les  doutes  de  la  navigation,  et  Peddo  Nokiss  s'était  de- 
cide à  1'écrire  parce  que  difíérents  lecteurs  qui  ne  comprenaient  pas  le 
ausdit  Traité  sur  certains  doutes  de  la  navigation,  lui  reproebaient  beau- 
coup d'incorrections. 

Ces  deux  opuscules  ont  été  traduits  en  français,  car  notre  savant  col- 
lègne  M.  le  lieutenant-colonel  Brocard  nous  a  signalé  leur  existance  parmi 
les  manuscrits  de  la  Bibliothèque  de  Soissons  (u°  183  —  ancien  176,  foi.  1 
et  13). 

11  existe  aussi  leur  traduetion  française  à  la  Bibliothèque  nationale  de 
Paria  manuscrit  n°  13:Í8  —  ancien  Colbert  1491  (7482),  aux  foi.  9  et  22 
(xvua  Biècle)]. 

Le  manuscrit  de  Paris  est  la  minute  de  la  traduetion,  par  un  écrivain  A, 
retouchée  par  un  autre  collaborateur  B.  Le  manuscrit  de  Soissons  est  la 
copie  de  celni  de  Paris,  par  le  même  écrivain  A.  Sur  ces  deux  manuscrits, 

figures  et  lea  annotationa  semblent  être  du  collaborateur  B. 

Une  étnde  comparativo  et  détaillée  de  ces  deux  manuscrits  a  été  faite 
pai  M.  Brocard  dana  la  brochure  intitulée:  Description  et  usage  d\in  nou- 
vi  l  anneau  astronomique  (Vaprks  mi  manuscrit  inèdit.  Cette  petite  brochure 
de  10  pagea  à  peine,  a  eu  un  tirage  assez  réduit;   elle  se  trouve  à  la  Bi- 

(g9  \ 
Gab.  4o  E.  ç-tf)- 

Une  copie  de  la  traduetion  française  des  deux  opuscules  susmentionés 
existe  à  la  Bibliothèque  de  l'Observatoire  de  TUniversité  de  Coimbre. 

" Nain  ha  duuidaque  as  nauegaçòes  deste  reyno  de  cem  annos  a  esta 
parte  :  Bam  as  mayorea  :  mais  maravilhosas  :  de  mais  altas  e  mais  discretas 
conjeyturaa  :  que  as  de  nenhua  outra  gente  do  mundo.  Os  Portugueses  ou- 
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graphiques  chez  les  portuga  is,  car  les  pilotes  de  son  temps,  et 
longtemps  après  encore,  dédaignaient  de  connaitre  les  príncipes 
scientifiques  et  fondamentaux  de  leur  art,  s'imaginant  que  savoir 
pratiqucr  aveuglément  les  régies  les  plus  usuelles  du  piloiage, 
représentait  le  comble  des  connaissances  nautiques,  et  que  tout 
ce  qui  dépassait  leur  savoir  était  chose  absoluinent  inutile. 

Comme  il  est  naturel,  Pedro  Nuxes,  étant  un  théoricien  et 
non  un  navigateur,  a  eu  des  difficultés  pour  faire  adopter  ses 
idées  par  les  praticiens.  Dans  plusieurs  passages  de  ses  ouvrages 
il  eut  Toccasion  de  les  aecuser^)  et  aussi  Don  João  de  Castro 
qui  était  un  savant  et  à  la  íois  un  praticien,  eut  occasion  de  les 
accuser  d'une   façon   eneore   plus   sévère  dans    son  Roteiro  da 


saram  cometer  o  grande  mar  Oceano.  Entraram  por  elle  sem  nenhum  receo. 
Descobriram  nouas  ylhas,  nonas  terras,  nouos  mares,  nouos  pouos  :  e  o 
que  mays  ha  :  nouo  ceo  :  e  nouas  estrellas.  E  perderamlhe  tanto  o  medo  : 
que  nem  ha  grande  quentura  da  torrada  zona  :  nem  o  descompassado  frio 
da  extrema  parte  do  sul  :  com  que  os  antigos  scriptores  nos  ameaçauam 
lhes  pode  estoruar  :  que  perdendo  a  estrella  do  norte  :  e  tornandoa  a  co- 
brar :  descobrindo  e  passando  ho  temeroso  cabo  e  Boa  esperança  :  ho  mar 
de  Ethiopia  :  de  Arábia  :  de  Pérsia  :  poderem  chegar  a  índia.  Passaram  o 
rio  Ganges  tam  nomeado  :  a  grande  Trapobana  :  e  as  ilhas  mais  orientais. 
Tiraramnos  muitas  ignorâncias  :  e  amostraramnos  ser  a  ter  mor  que  o  mar  : 
e  auer  hi  Antipodas  :  que  ate  os  Santos  duuidaram  :  e  que  nam  ha  regiam : 
que  nem  per  quente  nem  per  frio  se  deyxe  de  abitar.  E  que  em  hum  mesmo 
clima  e  igual  distancia  da  equinocial  :  ha  homens  brancos  e  pretos  e  de 
muy  diferentes  calidades.  E  fezer*m  o  mar  tam  chão  que  nam  ha  quem 
oje  ouse  dizer  que  achasse  nouamente  algua  pequena  ylha  :  alguns  baxos : 
ou  se  quer  algum  penedo  :  que  per  nossas  nauegações  nam  seja  ja  des- 
cuberto.  Ore  manifesto  he  que  estes  descubrimentos  de  costas  :  ylhas  :  e 
terras  firmes  :  nam  se  fezeram  indo  a  acertar  :  mas  partiam  os  nossos  na- 
uegantes  muy  ensinados  e  prouidos  de  estórmentos  e  regras  de  astrologia 
e  geometria  :  que  sam  as  cousas  de  que  os  cosmographos  ham  dandar  aper- 
cebidos :  segundo  diz  Ptolomeu  no  primeiro  liuro  da  sua  Geographia.  Le- 
vauam  cartas  muy  particularmente  rumadas  :  e  nam  ja  as  de  que  os  antigos 
vsauam  :  que  nam  tinham  mais  figurados  que  doze  ventos  :  e  nauegauam 
sem  agulha. 

(')  A  la  foi  63  v.°  inu  du  Tratado  en  defensam  da  carta  de  marear,  on 
lit:  «Bem  sey  quam  mal  sofrem  os  pilotos  que  fale  na  índia  quem  nunca 
foi  nella  :  e  pratique  no  mar  quem  nelle  nam  entrou  :  mas  justificam-se 
mal  :  poys  lhes  nos  sofremos  a  elles  :  que  com  sua  maa  lingoagem  e  tam 
bárbaros  nomes  :  falem  no  Sol,  e  na  Lua,  nas  Estrelas,  nos  seus  círculos, 
mouimentos,  e  declinações  :  como  nacem,  e  como  se  põem  :  e  a  que  parte 
do  orizonte  estam  enclinados  :  nas  alturas  e  longuras  dos  lugares  do  orbe  : 
nos  astrolábios  :  quadrantes  :  balhestilhas  :  e  relógios  :  em  annos  comuns  e 
bixestos  :  equinócios  e  solsticios  :  nào  sabendo  nada  nisso  :  e  posto  que 
elles  nos  digam  que  ho  nauegar  he  outra  cousa  per  si  :  sabemos  certo  que 
se  aproueitam  muito  disto  :  e  que  se  algúni  delles  vem  a  ter  presumçam 
de  saber  na  esphera  :  quer  logo  triunfar  dos  outros  que  a  nam  sabem». 
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viagem  que  os  portugueses  fizeram  ao  Mar  Roxo  em  1541,  dans 
Ia  Dédicare  (pp.  mv)('). 

Le  general  BRITO  REBELLO  voit  dans  les  expressions  de 
PEDRO  NUNES  une  certaine  exagération  et  mème  d'injustiee  (2), 
tnutefois  celui-ci  avait  raison  dans  son  aprécialion  sur  la  valeur 
des  pilotes.  Dans  les  trois  Roteiros  de  Don  João  DE  CASTRO  on 
trouve  de  nombreux  faits  racontés  par  ee  grand-eapitaine  qui 
confinnent  Popinion  de  PEDRO  Nunes. 

Une  fois  cependant  le  cosmographe  eut  tort:  II  dit,  en  effet, 
ii  Ia  foi.  Ciiij  v.°  (ou  soit  à  la  foi.  70  v.°  inu)  de  son  Tratado  en 
defensam  da  carta  de  marear,  le  suivant :  «No  regimento  que  tem 
os  pilotos  pêra  tomar  a  altura  do  polo  pella  estrela  :  ha  erro 
porque  diz  que  da  estrela  ao  polo  ha  três  grãos  e  meo  e  sam 
quatro  grãos  e  noue  ou  dez  minutos  :  ho  mais  que  dizem  que 
quando  hua  guarda  esteuer  com  ha  outra  em  tal  rumo  que  a 
estrela  do  norte  estará  abayxo  ou  acima  do  eyxo  tantos  grãos, 
ec.  Nam  tenho   isto  per  certo  :  e  o  melhor  he  tomar  a  estrela 


(l)  Considerando,  o  Fellicissimo  Principe,  com  quanta  dilligencia  os  an- 
tigos, nam  perdoando  a  nenhum  trabalho,  e  fadiga,  commetteram  saber  os 
Begredoa  do  ceo,  e  assento  de  nossa  redondeza  onde  habitamos;  e  tanto 
que  teueram  sabido  huma  cousa,  e  outra,  com  quanto  cuidado  ho  screueram, 
pêra  proueito  e  remédio  dos  que  depois  delles  viessem.  Certamente  que 
muitas  vezes  me  enuergonho,  e  ei  doo,  de  ver  a  pouquidade,  e  miséria 
nossa.  Por  que  no  tempo  dagora  nam  pomos  menos  industria  em  esconder 
a  Bciencia,  e  trabalho,  pêra  a  auer  de  alcançar,  e  nos  aproueitar  com  elle. 
K  nesta  arte  conhecidamente  os  vencemos,  e  leuamos  ventagem,  em  a  qual 
Dam  somente  nos  mostramos  ingratos  a  nossos  maiores,  e  preceptores;  mas 
crucefl  a  noa  mesmos,  e  imigos  ao  humano  género  :  e  nas  outras  todas  sem 
Denhum  pejo  somos  vencidos.  Esta  doença,  bem  que  seja  geral  a  todos,  os 
que  vivem:  todavia,  a  meu  parecer,  nos  navegantes,  e  homens  do  mar  jaz 
maia  arreigada,  e  irremediável,  os  quaes  em  nenhuma  cousa  lhe  sabemos 
curiosidade,  senam  em  esconder  o  que  sabem.  E  o  que  pior  he,  que  lhes 
parece  porem  autoridade  a  sua  sciencia,  se  a  nam  ensinam.  Ora  pois, 
porque  cousa  (Testa  vida  confessaram  aprenderam?  nem  terem  aprendido? 
oem  poderem  aprender?  Os  estroinentos,  com  que  se  seruem  em  suas  nave- 
imo  Bao  Strollabios,  Quadrantes,  Balhestilhas,  Agulhas,  Rello- 
«08,  Cartas,  Pomas,  Tauoas,  para  saberem  o  logar  do  Sol,  e  a  declinação 
daqnelle  dia,  acantidade  daslegoas,  que  responde  hum  gráo  por  cada  hum 
delles  cree  de  Bi  e  p<'llo  menos  quer  dar  a  entender,  ser  o  próprio,  que  as 
inventou  :  E  isto  com  uma  soberba,  e,  presunção,  como  se  nelles  stevesse 
encerrada  a  Strologia  de  Iparco,  a  Mechanica  tam  habundosa  de  Archi- 
MXDB8,  a  Cosmographia  de  Tiiolomeo,  a  Geometria  de  Euclides,  o  engenho, 
c  babillidade  de  Aristóteles,  a  viua,  e  natural  inclinação  de  Plínio,  de 
experimentar  oe  eftectoa  da  natureza  :  E  assi  como  se  nelles  estivessem 
t"1:1-  faças  sam  prenilegiadoa  de  todo  los  homens,  e  tidos  como  so- 

berai 

l  Marinharia    Tratado  da  agulha  de  marear  de  JoÃo  de 

!.     oa.  Lisboa,  1903,  introdução,  pp.  xxx-xxxi. 
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quando  esta  mais  alta  ou  mais  bayxa  :  porque  entam  esta  no 
meridiano  e  aerecentar  ou  tirar  os  quatro  grãos  e  dez  minutos 
que  he  delle  ao  polo». 

En  eflet,  en  1911,  M.  le  commandant  F.  Oom  h  la  demande 
M.  Ie  eolonel  Esteves  Pereira  a  calcule  la  distance  polaire  de 
cette  éioile  en  1500,  et  le  résullat  confirme,  contre  Pedro 
Nunes,  la  valeur  que  celui-ci  attribue  aux  pilotes,  savoir  3o 25' 
augmentant  2"  par  an    (Declinaison  1  500,0  =  86°  3  1'  {".) 

Par  ce  calcul  on  voit,  donc,  que  cette  fois  les  pilotes  avaient 
raison.  Mais  M.  Oom  a  explique  la  raison  qui  a  porte  Pedro 
Nunes  à  se  tromper,  savoir:  La  position  qu'il  a  admise  pour 
1'étoile  polaire  dependait  de  la  valeur  de  la  précession  donnée 
par  J.  Werner  dans  sa  eosmographie  (Nuremberg,  1522).  Or, 
cette  valeur  de  la  précession  (70''  par  an)  est  extrèmement 
fautive,  mais  Pedro  Nunes  Ta  crue  le  dernier  mot,  sur  la  foi 
de  Werner;  il  ajoute  cependant  que  la  valeur  admise  par  les 
pilotes  s'accorde  mieux  avec  celle  d' Albategnius  qu'avec 
Werner  :  cela  n'etonne  pas  car  Albategnius  a  su  obtenir  pour 
la  précession  une  remarquable  exactitude  (54", 5  par  an),  dont 
1'ouvrage  plus  récent  était  bien  eloigné. 

D'après  M.  Bensaude  (*),  le  professeur  Wolfer  lui  avait 
communiqué  aussi  que  la  correction  de  3o  l/%  est  juste  et  non 
celle  de  4o  9'  indiquée  par  Pedro  Nunes. 

19.  Pedro  Nunes  s'occupe  dans  son  Tratado  en  defensam  da 
carta  de  marear,  avec  un  grand  développement  de  la  carte  ma- 
rine, posant  les  premiers  traits  de  la  théorie  des  ligues  loxo- 
dromiques  (2);  il  développe  la  doctrine  de  PtolÉMÉe  en  plu- 
sieurs  de  ses  conclusions;  il  parle  des  régies  et  des  instruments 


(1)  TJ  astronomie  nautique  au  Portugal  à  Vépoque  des  grandes  découvertes. 
Bern,  1912,  p.  139. 

(2)  S.  Gíínther,  Geschichte  der  loxodromischen  curve  —  Studien  zur  Ges- 
chichte mathematischen  und  physikalischen  Geographie.  Halle  a/*,  1879,  p.  341. 
Moritz  Cantor,  Vorlesnngen  líber  Geschichte  der  Mathematik.  Leipzig,  t.  n, 
1892,  p  358.  Biographisch  literarinhes  Handwortenhruck  zur  Genhichtede- 
renacfen  Wissenschaften  de  Poggendorf.  Leipzig,  t.  n,  1863,  p.  303. 

ali  Nónio  fu  il  primo,  ud  1543,  a  dimostrare  che  la  curve  sopredetta 
(loxodramie)  uon  ò  cireolare  ma  bensi  foggiata  a  mó  di  spirale  svilup- 
pandesi  sul  la  superfície  delia  sfera  e  le  volute  delia  quale  non  arrivano  ai 
polo,  che  alTinfinito»  {Raccolta  di  documenti  e  studi  publicati  delia  R.  Com- 
missione  Colombiana,  pel  quarto  centenário  delia  scoperta  deli 'America.  Roma, 
t.  i,  parte  iv,  1893,  p.  106). 

Dans  De  arte  atqne  ratione  navigandi,  Pedro  Nunes  donne  de  grand  dé- 
veloppement à  la  théorie  qu'il  établit  sur  les  lignes  loxodromiques. 
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raaritimes,  des  tables  nautiques  dune  grande  milite  pour  de- 
terminei- !a  différence  de  longitude  des  loeatités;  des  instruments 
propres  r  la  reclierche  de  Ia  hauteur  des  étoiles;  il  étudie  plu- 
sieurs  manières  de  déterminer  la  latitude  et  il  résout  quelques 
problèmes  nautiques.  On  y  remarque  une  discussion  sur  la  dis- 
lance  et  la  différence  en  longitudes  de  deux  endroits  indiques 
sur  une  carte  marine,  ou  les  méridiens  sont  representes  par  des 
droites  parallèles,  et  les  parallèles  par  des  perpendiculaires  aux 
méridiens. 

L'ouvrage  se  termine  (foi.  86  r.°  et  suivantes)  par  5  tables: 
Pune  indiquant  la  déclinaison  degré  par  degré  pour  les  douze 
signes  dú  Zodiaque  combinée  à  quatre  autres  tables  de  la  lon- 
gitude du  soleil,  établies  jour  par  jour  pour  le  cycle  de  quatre 
années  (1537  à  1540).  Voiei  ce  qu'écrit  Nunes  à  cet  égard 
(foi.  70  v."j :  «E  he  melhor  fazer  as  quatro  tauoas  para  saber  o 
togar  do  sol  :  com  sua  equação  :  e  despois  bua  tauoa  pequena 
de  declinações  :  pêra  Ima  quarta  do  zodíaco  :  que  serue  pêra 
todas  quatro  :  que  fazei"  quatro  tauoas  pêra  a  declinaçam  em 
quatro  annos». 

En  ce  qui  concerne  les  instruments  nous  devons  faire  men- 
tion  spécial  d'un  appareil  que  Pedro  NoíES  inventa  h  cercle 
ho riso n tal,  ou  Pombre  d'une  droite  donnait  la  hauteur  du  so- 
lei!, en  lui  donnant.  le  nom  de  Eslromenlo  de  sombras  (*)  et  qui 
permeltail  obtenir  la  latitude  par  1'observation  des  hauteurs  du 
Boleil  avant  et  après  midi.  De  cet  instruinent  parle  plusieurs 
fois  Don  JOÃO  DE  Castko  dans  ses  Roteiros  (2). 

Dans  tNeudrucke  von  Schriften  und  Karten  iiber  Meteorologie 
un<l  Erdmagnetismus  Herausgegeben  von  Professor  Dr.  G.  Hell- 
IfANK,  n.°  10.  l\ara  magnética  1269-1599,  Berlin,  A.  Asher 
A  C<>.  1898»,  se  trouve  reimprime  sous  le  titre:  Estromento  de 
sombras  (1537J,  une  parlie  de  la  déscription  de  cet  appareil  de 


(')  <>n  trouve  la  déscription  de  cet  appareil  de  la  foi.  81  v.°  à  la  foi.  82  v.° 
Dana  1'ouvrage  De  ■irt>-  atque  ratio/te  navigandi  (pp.  46-47)  on  la  trouve 
reprodnite,  dáment  remaniee  et  améliorée;  nous  en  parlerons  de  nouveau 
quand  w<<\\-  noua  occuperona  de  cet  ouvrage. 

R  leiro  de  Lisl><><<  a  Goa,  aunotado  por  J.  d'Andrade  Corvo,  Lisboa, 

pp   27  229;  /'vimeiro  roteiro  da  costa  da  Índia  desde  Goa  até 

343,  pp.  82  e  86;    l!<>teir<>  em  que  contem  a  viagem  que  fizeram 

"s  portug  'uu>>'  dr  1541  partindo  da  nobre  cidade  de  Goa  atee  Soez, 

Paria,  L83b,  p.  . 

I.  appareil  <l<»nt  Don  Joio  de  Castro  a  fit  usage  lors  de  ses  voyages  fut 
construit,  d'aprèa  les  desaina  de  Pedro  Nones,  par  JoÃo  Goncalvez,  ouvrier 
tabile,  étanl  offert  &  Don  JoÃo  de  Castro  par  1'infant  Don  Luiz. 
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Pedro  Nunes  (d).  Le  Dr.  Hellmann  dit  à  ce  sujet  dans  la  pré- 
face :  «Bald  nach  Falero  hat  Pedro  Nines,  der  1537  auf  das 
wirkliche  Vorhandensein  einer  Missweisung  und  die  Nothwen- 
digkeit  ihrer  Ermitielung  fiir  die  SchiíFahrt  gleichfalls  ents- 
chieden  hinwies,  (las  Guillensehe  Insirunient  einfach  dadurch 
verbessert,  dass  er  eine  Vorsielitung  zur  Beobeeblung  der  Sou- 
venhõhe  hinzufiigte,  gleicbzeitig  aber  anch  eine  neue  Aleibode 
zur  Breitenbeslimmung  zu  jeder  beliebigen  Tageszeit  angab. 
Man  findet  beide  Methudcn  anseinandergesetzt  in  der  sehr  sel- 
tenen  Schrift:   Tratado  da  Sphera,  etc». 

20.  Pedro  Nunes,  suivant  1'avis  de  Luciano  Cordeiro  (2) 
fit  une  vraie  révolution  dans  1'art  de  naviguer.  Bien  qu'il  fut 
un  théoricien,  puisqu'il  n'a  jamais  navigué,  mais  étant  un  esprit 
vraiment  supérieur,  ses  élueubrations  sur  les  divers  points 
dans  1'art  de  naviguer  ont  produit  de  résultats  précieux  (3), 
qui  ont  pu  ètre  appliqués  par  des  hommes  praticiens  tels  que 
sou  disciple  Don  Joio  DE  CASTRO. 

Le  grand  capitaine  a,  en  efíet,  appliqué  avec  sueeès,  des 
études  de  Pedro  Nunes  que  lui  avaient  notamment  éveillé 
1'attention,  savoir:  le  períectionnement  des  méthodes  pour 
obtenir  la  latitude  et  la  plus  exacte  d  éter  mi  na  ti  on  de  la  varia- 
tion  de  1'aiguílle  aimantée,  et  la  tbéorie  de  la  navigation  par  le 
grand-eerele. 

(A  suivre.J 


(l)  A  notre  connaissance  cette  réimpression  existe  dans  les  Bíbliothèques 
des  Universités  de  Gõttingcn  (4  Geogr.  phys.  3841  N°  10),  de  Strasbourg, 
de  Bale  (n°  J  w  iv  42),  de  Breslau  (Phys.  n,  a„.  429),  de  Marburg  i.  H, 


PP 
(3)  Vichnte  Almeida  d'Eça,    O  infante  D.  Henrique  e  arte  de  navegar 
dos  portugueses,  Lisboa,  1894,  pp.  27-35. 
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TROISIÈME  PARTIE 
Lignes  tracées  sur  une  surface 

CHAPITRE  I 

§  1 

Coordonnies  curvilignes.  —  Formules  fondamenlales.  —  Les  fé- 
concepts  de  coordonnêes  curvilignes  et  de  lignes  coor- 
(hmiíes,  três  familières  dans  1'étude  des 
surfaces  euelidiennes,  peuvent  ètre  éten- 
dus  tels  quels  aux  surfaces  non-eucli- 
diennes. 

Si  A  et  B  sont  deux  points  infiniment 
rapprochés  d'une  surface  S,  les  lignes 
coordonnêes  (u.  v)  et  (u-\-du,  v-{-dv) 
définissant  ces  points  renfernient  un  qua- 
drilatère  ACB1)  que  Pon  peut  regarder 
com  me  un  parai  lélogramme.  En  posant 


V+dv 
Fig.  1 

A  B  =  ,/>-,  AC  =  DB  = 
DÂC  =  DBC«=w, 


dsu,     AD  =  CB  =  dsv, 
DÂB  =  ABC  =  0, 


le    triangle    infiniment    petil     \BC   (dans    lequel    ACB  =  t:  —  o>) 
donne  la  relation 


tu 


■'■*     </-,.-  \-Ut,dtu. cos  o  +  <&»*, 
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que  Pon  peut  évidemment  mettre  sons  la  forme 

(2)  d&  =  E  du2  +  2F  dudv  +  G  dv*% 

E,  F,  G  élant  des  fonctions  convenables  de  u  et  v.    On  déduit 
d'iei  par  comparaison : 

(3 )  dsu  =  i/G  .  du ,     dsv  =  /Ê.  í/w 


F  l/EG—  F"2 

(4)  coso,  -^f     ,,„___. 

La  rélation  (4)  démontre  que  F  =  0  est  la  condition  d^orlho- 
gonalité  des  lignes  coordonnées. 

Gonsidérons  AB  =  á  comine  1'arc  élémentaire  dune  ligne  L 
tracée  sur  la  surface.  Les  triangles  infiniment  petits  ABD,  ABC, 
consideres  comine  euclidiens,  donnent  les  relations 

.        sin  to .  dsu         sin  <o .  dsv 
ds  = 


sin  d  sin  (o)  —  0)  ' 

qui,  en  vertu  des  égalités  (3),  (4),  démontrent  cette  propriété: 
Jjangle  d  que  la  direction  positive  de  la  ligne  considere e  L  fait 
avec  la  direction  positive  des  lignes  coordonnées  v  est  defini  par  une 
des  équations : 

.  l/ÉG-F*    dv  1    f    du  dv\ 

sinfl —^ y-,     cos0  =  — =    E-y-fF  —   , 

\/E          (h  l/E\     d»  ds) 

(b)       {  , 

t8    ~     Edu  +  Fdv    ' 

L'aire  du  quadrilalère  infiniment  petit  ACBD,  considere 
comine  un  parallélogramme,  est  dS  =? dsudsv . sin a>,  c'est-a-dire 
[relations  (3),  (4)] 


(6)  dS=  {/EG  —  F*.  dudv. 

Telle  est  Vexpression  de  Uaire  élémentaire  de  la  surface. 

Géodésiques,  —  En    suivant    le    procede    habituei    de    lespace 
ordinaire,  on  trouve  que:  Véquation  différentielle  des  géodésiques 
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d  'une  surface  non-euclidienne  quelconque  est  de  la  forme 


, ,        1    F   (BE    ,     ,    ôE 


2    E  \3m 


dv 


0) 


1  ÔE    . 
-f  —  -z-du 

2  dv 


1   ÔG 


8F    . 

cw  2    ow 


í/v, 


í  designanl  leuv  inclinaison  sur  les  lignes  coordonnées  v  =  const. 
1  ne  courbe  quelconque  L  tracée  sur  une  surface  et  le  lieu  Lj 
des  points  ayant  de  la  courbe  L  une  distance  géodésique  cons- 
tante, s'appellent  lignes parallèles.  Conforme ment  à  ce  qui  a  lieu 
dans  1'espace  ordinaire,  les  parallèles  a  une  ligne  donnéê  et  les 
géodésiques  servant  a  leur  conslruelion,  constiluent  un  double  sys- 
lème  de  lignes  orlhogonales. 

§3 

Courbure  géodésique.  —  Soit   g    la    géodésique    tangente    à    la 

ligne  L  en   A,   6    et  i  les    inclinaisons    de  L    et  g    sur  la  ligne 

coordonnée  v  au  point  A,  6-{-d0  et  i-\-di  les  inclinaisons  des 

mêmes  lignes  sur  la  ligne  coordonnée  vi  au 

point  successif  B. 

Comme  les  courbes  L,  g  ont  en  coinmun 

1'arc  élémentaire  AB  =  ds,  il  resulte  évidem- 

ment  en  A,  6  =  i;  de  sorte  que  Pangle  de 

contingence  géodésique  dtg  de  la  ligne  L  au 

Vi    point  B  a  pour  expression  (§  67  — II) 

V 

dzB  =  di  —  dti. 


Fig.  2 


dtg 

ds 


On  a  dong  en  vertu  de  la   relation  (7) : 
F 


ÔE  du   t    ôE   dv\ 
2  E  V^EG  —  F2  V  ôw    ds        ds    ds  ) 


+i 


I 


BE    du  d¥    du 

2    i/EG  — F2  \dv    ds        '  du    ds 


ÔG   dv  \       db_ 

du    ds  I        ds  ' 


Mais  comme  des  équations  (4),  (5)  on  derive 

du  \  G  .  dv  i/Ê 

,        —7=  sin  (o)  —  0),  ^-  =  -7= ■  sm  0, 

«*        I    1 .(.      I  ds       v/EG-F2 


on  a  que  :   Le  rayon  de  courbure  géodésique  p«  c/^/z^  ligne  L  décrile 


m 


sur  une  surface  non-euclidienne  quelconque,  est  defini  par  une  des 
relations: 


(8) 


cot  p^ 

coth  Ç)g 


sin  0 


•Ê 


2(EG-FS)   VE    8» 


F   SE       3G 


•    ,        „,  /G /F   ÔE  SF 


ôw 


r/6 

í/5  ' 


to  tfVtfTií  Vangle  des  lignes  cooidonnées  u,  v  et  0  Vinclinaison  de  L 
sur  les  lignes  coordonnées  v. 

Pour  avoir  d'ici  les  raynns  de  courbure  géodésique  rjHg  et  pvg 
des  lignes  cooidonnées  z^  el  i»,   il  suffit  que  dans  1'équalion  (8) 

on  fasse  respectivement  6  =  0),  ds  =  yG.dv  et  0  =  0,  í/s  =  í/E.í/«. 
On  obtient  ainsi : 


(9) 


(10) 


cotpMí7 
coth  oug\ 

cot  pvg 

COt     tyg 


1 


/F_dE    _ÔG 


í/o> 


2G  V/EG-F-)  \E    d»        cu)        [/G.dv 


1  /F    ÔE       n  dF    ,    ÔE 

—  2 

2E  í/EG  —  F2  \  E    dw  ôw        ôv 


1 


/eg  =  f2 


"ô  /E        ô    /  F  n 
ôv         du  \  j/e 


s* 


Lignes  conjuguées. —  Soit  £  une  deve- 


tangente    a    une   sur- 


Tangentes  conjuguées. 
loppable 

face  quelconque  S  le  long  de  la 
ligne  L. 

En  désignant  par g,  g' ,  g",  ... 
jes  généralrices  de  £  tangentes 
à  S  aux  points  A,  A',  A/;,  ... 
de  la  ligne  L,  et  par  t,  t' ,  t",  .  .  . 
les  tangentes  a  L  en  ces  points, 
o n  dit  que  les  couples  de  droites 
(g,  <),  (g\  í').  (g",  <"),  • . .  sont 
en  directions  conjuguées,  ou  bien 
qu'elles  sont  des  tangentes  con- 
juguées de  la  sur  fase  S. 

Deux  systèmes  de  lignes  u,  v  Irácées   sur  une  surface  sont 
conjuguées,   si  en  chaque  point  de  la  surface  les  tangentes  aux 
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ligues  u  et  v  sont  en  directions  conjuguées,  c'est-à-dire  si  les 
tangentes  aux  lignes  d'un  de  ces  systèmes,  le  long  d'une  ligne 
quelconque  de  1'autre  système,  sont  les  génératrices  d'une  dé- 
veloppable.  Ces  définitions  données,  il  resulte  évident  que:  La 
représentation  des  espaces  non-euclidiens  sur  V espace  ordinaire,  effec- 
tuée  par  les  formules  du  §  11  (II  Partie),  conserve  les  tangentes 
conjuguées  d  une  sur  face. 

En  particulier  les  ligues  auto-conjuguées  (les  asympthotiques) 
d'une  surface  ont  pour  images  les  lignes  auto-conjuguées  (les 
asympthotiques)  de  Pimage  de  la  surface. 

Lianes  de  courbure.  —  Considérons  les  couples  de  directions 
conjuguées  (en  nonibre  infini)  issues  d'un  point  donné  Pd'une  sur- 
face non-euclidienne  S.  Si  après  d'avoir 
déplacé  S  de  façon  que  le  point  P  coin- 
cide avec  1'origine,  on  represente  Pespaee 
contenant  S  sur  Pespaee  euclidien,  on 
obtient  pour  image  une  certaine  sur- 
face Si  passant  par  Porigine  Oi.  Dans 
cette  représentation  une  couple  quel- 
conque de  directions  conjuguées  de  S 
issues  de  Porigine  O  se  réduit  à  une 
S  couple  de  directions  conjuguées  de  Si 
issues  de  Porigine  Oi,  en  conservant  au 
surplus  leur  angle.  Or  entre  les  couples 
de  directions  conjuguées  de  la  surface 
euclidienne  S{  issues  du  point  Oi,  il  y 
en  a  toujours  une  formée  par  des  droites 
ortogonal  es  (les  tangentes  aux  lignes  de  courbure  passant  par  Oi). 
Celles-ci  sont  évidemment  les  images  de  deux  certaine  direc- 
tions conjuguées  de  la  surface  S,  qui  se  coupent  a  angle  droit 
en  O. 

En  faisanl  d<-s  considérations  analogues  en  tous  les  points 
de  S,  on  arrive  a  ce  résultat:  Sur  une  surface  non-euclidienne 
quelconque  S  exislent  deux  systèmes  de  lignes  conjuguées  orthogo- 
nalet    lignes  de  courbure). 

Si  u  est  une  ligne  d'un  de  ces  systèmes  et  v,  i/,  vu,  v'n ',  .  .  . 
des  lignes  de  Pautre  système  passant  par  les  points  suecessifs 
^i  A',  A  A  ....  de  u,  le  lieu  des  tangentes  a,  a\  a",  a1",  .  .  . 
des  lignes  {•  aux  points  A  est  une  développable  i2  dont  une  gé- 
nératrice  quelconque  csi  normale  à  u,  et  conséquemment  son 
arète  de  rebroussemenl  une  particulière  développée  de  u 
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Si  Pon  fait  tourner  les  droites  a  d'un  angle  droit  autour  des 
points  respectifs  A,  en  les  conservam  sur  les  plans  normaux  de  u, 
ces  droites  au  but  de  la  rotation  deviennent  des  normales  h  la 
surface  S  le  long  de  la  ligne  u,  restant  toujours  les  génératrices 
d'une  cerlaine  surface  développable  (§  72  —  II).  Cela  vaut  aussi 
pour  les  lignes  v.  On  en  conclut  que :  Le  lieu  des  normales  a 
une  surface  non-euclidienne  arbilraire,  le  long  iVune  quelconque  de 
ses  ligues  de  courbure,  est  une  développable. 


§6 

Les  deux  nappes  de  la  surface  développée.  —  S  étant  une  sur- 
face quelconque  et  w  =  const.,  i>  =  const.  ses  lignes  de  cour- 
bure, les  lieux  des  arètes  de  rebroussement  des  développables 
ayant  pour  génératrices  les  normales  à  S  le  long  de  ces  lignes  u, 
v  sont  deux  surfaces  S«,  S^  (en  general  distinctes)  dont  1'en- 
semble  constitue  la  surface  développée  de  S.  Ces  surfaces  SM,  Sv 
(nappes  de  la  développée)  ont  des  propriétés  tout  à  fait  analogues 
h  celles  qui  ont  lieu  pour  ces  niêmes  surfaces  dans  1'espace 
ordinaire.  En  particulier:  Sur  la  nappe  Su  coirespondant  aux 
lignes  de  courbure  u  =  const.  de  S,  les  lignes  d'équation  u  =  const. 
sont  des  géodésiques. 

En  effet  la  développable  lieu  des  normales  a  S  le  long  d'une 
ligne  de  courbure  L  du  système  u,  a  pour  arète  de  rebrousse- 
ment une  géodésique  \J  de  la  développable  polaire  S  de  L 
(§  72  —  II).  Mais  cette  développable  H  est  tangente  \\  la  sur- 
face SM  le  long  de  la  ligne  L/;  conséquemment  L/,  géodésique 
de  S,  est  aussi  une  géodésique  de  SM. 

La  construction  de  la  développée  d'une  surface  donnée  est 
evidente. 

Quant  ;i  la  construction  inverse,  on  remarquera  d'abord  que 
lorsque  le  carré  de  V élèment  linèaire  cVune  surface  a  la  forme 

ds*  =  E  du*  -f  2F  dudv  +  G  dv2, 

ia  condition  nécessaire  el  suf/isanle  pour  que  1'expression 

(li!  \/K.du-\-—^dv 
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soit  une  difíerentielle  exacle,  est  que  les  lingnes  v  =  consl.  soienl 
f/es  gcodésiques  de  la  surface. 

En  effet  si  (l  1)  est  une  difíerentielle  exacle,  on  a 


(12) 


c'est-à-dire 


(13) 


1      /  F    dE  cF       5E 

2  V^Ê  V  E   6w  du        dv 


=  0. 


Mais  comine  le  premier  facteur  est  différent  de  zero,  c'est  le 
deuxième  facteur  qui  doit  s'annuler,  ce  qui  démontre  [en  vertu 
de  la  relalion  (10)J  que  les  lignes  v  =  const.  sont  des  géodési- 
ques  de  la  surface. 

Si  vice  versa  les  lignes  i;  =  const.   sont  des  géodésiques,  de 

deuxième   inembre    de    1'équation  (10)   s'annulle    et    la  relalion 

|  13  |,  ainsi  que  (  12),  sont  vérifiées  par  identité.  L'expression  (1 1) 

est   donc    une    difíerentielle    exaete.    En   dé- 

signant  par  cp  1'intégrale  de  la  difíerentielle 

(II),  on  a 


y=f/Èdu  + 


J[kiuV~E'/u\ 


dv  -\-  const., 


il  suit 


du  dv       \/\? 


Cela  |)<>sc,  soit  S  une  surface  quelconque  rapportée  aux 
lignes  coordonnées  u  — const.,  v  =  const.  (les  deuxièmes  géo- 
désiques), el  S|  la  surface  lieu  des  extrémilés  des  segments  m 
pris  sur  les  tangentes  aux  ligues  r,  ;i  partir  des  points  de  contact. 

•  imme,  en  vertu  de  la  relation  (15),  Pare  élémentaire  dsv 
d*une  d(  lésiques  v  de  S  a  pour  expression 

dsv—  V/Er/w  =  -r '  du, 
vu 

les  ligues  correspondantes  v  el   v\  sonl  duns  la  relalion  de  dé- 
veloppée  el  dr\  eloppanlc. 
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Les  segments  cp  sont  ainsi  orthogonaux  aux  ligues  V{  de  la 
surface  Si. 

Or  A  et  B  étant  deux  points  cnnsécutifs  d'unc  des  lignes  v 
de  S,  Ai  et  Bi  leurs  correspondants  de  Si,  que  1'on  (asse 
BiM  =  AiA,  en  joignant  ensuite  A  \\  M.  En  ayant  [en  vertu  de 
la  relation  (15)]: 

/—  í)(D  F  -  F 

k&  =  dsu=VG(hi   MB  =  ^-í/v=-r4   cosABM=coso)= 


òv  v^E  í/EG' 

on  trouve  tout  de  suite 

MB  =  AB.cos  ABM, 

ce  qui  démontre  que  le  triangle  infíniment  petit  AMB  est  reo 
taugle  en  M.  Le  segment  AM  peut  dono  ètre  considere  comine 
1'arc  élémentaire  de  la  trajectoire  orthogonale  des  droites  AA|, 
BBi,  .  .  .  issue  du  point  A.  Mais  vonnne  sur  la  surface  lieu  de 
ces  droites  les  lignes  AM...  et  AiBi...  =  wi  sont  parallèles, 
on  conclut  que  les  segments  cp  sont  aussi  normaux  aux  lignes  U{ 
de  la  surface  Si,  ce  qui  prouve  que  la  surface  Si  est  efíective- 
ment  une  développante  de  S. 

D'ici  le  théorème  :  Que  l 'on  trace  sur  une  surface  quelconque  S 
un  syslème  de  geodésújues  v,  et  un  deuaieme  système  de  lignes  ar- 
bilraires  u.  Si  sur  les  tangentes  aux  lignes  v  et  a  parti)-  des  points 
de  conlact,  on  porte  des  segments  cp  exprimes  par  la  formule  (14), 
la  surface  Si  lieu  de  leurs  extrémités  est  une  développante  de  S. 

§8 

Rayons  de  courbure  d  une  ligne  tracíe  sur  une  surface.  —  Si 
A,  AM,  Ay  sont  trois  points  correspondants  d'une  surface  eucli- 
dienne  S  et  des  nappes  Sa,  Sv  de  sa  développée,  on  sait  que 
les  segments  pí{  =  AAM,  ox  =  AAv  sont  les  rayons  de  courbure 
principaux  de  la  surface  S.  Ils  sont  aussi  les  rayons  de  cour- 
bure des  sections  planes  normales  de  la  surface  S  qui  sont 
tangentes  aux  lignes  de  courbure  w  =  const.,  !>  =  const. 

Quant  \\  une  ligne  quelconque  L  de  S,  en  appelant  0  son 
inclinaison  sur  les  lignes  de  courbure  i>  =  const.  et  i  1'angle  que 
la  normale  principale  de  L  fait  avec  la  norma  le  correspondante 
de  la  surface,  le  rayon  de  courbure  o  est  defini  par  la  formule 

cos  i        sin2  d       cos2  6 

(16)  = + . 

P  Pm  0v 
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Celle-ci  peut  ètre  étendue  aux  surfaces  non-euclidiennes,  en 
appliquant  le  príncipe  du  §  65  (II  Parlie).  On  trouve  ainsi  que; 
Le  rayon  de  courbure  p  d' une  ligne  plane  ou  a  double  courbure  L 
dêcrite  sur  une  surface  non-euclidienne  quelconque  S,  esl  defini  par 
la  relation 

cosi        sin2Ô    .    cos20  ., 

M")  =  - j (dans  1  espace  r.) 

'  tg  P  tg  P»         *  l£  Pv 

cos  í        sin20    ,    cos20         , 

(17')  ,     -  =  -i +  -T- ,      (dans  1  espace  1.) 

th  p  th  pM         th  py 

les  lettres  ayant  même  signification  qu'auparavant. 

Sil  s'i»git  d'une  section  plane  normale,  2  =  0  et  les  équalions 
ci-dessus  reviennent  aux  autres: 

1  sin2  6    ,    cos-  0         A1        .,  . 

(18)  -  = \-- (dans  1  espace  r.) 

t&Pn  tgp„  tgp, 

1  sin2  0       eos20    •     .  _         .,  --. 

(18')  — . =  — j h— i (dans  1'espace  1.) 

thp„         thp(í         thp,         v  r  ' 

§9 

.  ipplicalions.  —  1 .°  En  attribuant  a  0  méme  valeur  dans  les 
équations  (17),  (18  ,  on  trouve  que:  Si  L  est  une  ligne  quel- 
runque  d  une  surface  non-euclidienne  S  et  L,t  la  section  plane  nor- 
male louchant  L  au  point  A,  les  rayons  de  courbure  p,  pn  de  ces 
//_  nes  au  point  de  conlact  A  vêrifient  la  relation : 

(19)  tg  p  =  tg  p„ .  cos  i  (dans  1'espace  r.) 
(19)                                    thp=  thpn.cos2,             (dans  1'espace  1.) 

i  étani  1'angle  (pie  le  plan  osculateur  de  L  fait  avec  le  plan  de  la 
section  normale.  (Extension  du  théorèine  de  Meusmkr). 

II  s  ensuil  que  :  Si  du  centre  de  courbure  de  L(i  en  A  on  abaisse 
la  perpendiculaire  sur  la  normale  principale  de  L,  on  obtient  le 
itntii  </>   courbure  de  celte  ligne. 

Pour  í=0  les  relations  (19),  (19')  donnent  p  =  pM. 
Par  conséquenl  :  Si  une  gêodêsique  d' une  surface  et  une  section 
plane  normale  sont  tangentes  entre  elles  au  point  A,   ces  lignes  ont 
\  même  rayon  de  courbure, 

En  eliminam  tgp„  et  i  entre  les  équalions  (18),  (19)  et  Pautre 

tffP  =    £P 

sin/ 
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exprimaiil  lc  rayon  de  courbure  géodésique  ç>y  de  la  ligue  L 
(§  67  — II),  on  a  la  relalion 

1  1  /sin20       cos20\2 

(20)  -¥-  =  —ã h +  - , 

qui  vaut  quelle  que  soit  la  surface  S. 

Si  S  est  une  développable,  -  =  0   et  la  relation  (20)  re- 

vient  à  1'autre  b  Py 

11,    sin4fl 

(21)  ^—  =  — -= h-r-. 

v   J  tg-2p      tg2ptt    tg2p(t 

En  introduisant   ici  1  hypothese   que  L  soit   une   géodésique 

(  -     —  =  0  ) ,  on  a  le  théorème  *    Les  rayons  de  courbure  o  et  ou 

cVune  géodésique  d'une  développable  riemannienne  quelconque  el  d'une 
trajectoire  orthogonale  des  génératrices,  consideres  au  point  de  leur 
intersection,  sont  lies  par  la  relation  (4) 

(22)  *P  =  S- 

§  10 

En  supposant  pM  =  ov  =  constante  =  r,  les  égalités  (17),  (I7r) 
démontrent  ce  théorème:  Dans  toute  ligne  sphéiique  non-eucli- 
dienne  Uinclinaison  i  de  la  normale  principale  sur  le  rayon  corres- 
pondant  de  la  sp/ière,  est  définie  par  la  relalion 

(23)  cos  i=  (dans  le  espace  r.) 

(23')  cos2  =  — r-S-,  (dans  1'espace  1.) 

r  étant  le  rayon  de  la  sphere. 

Dans  les  lignes  sphériques  de  1'espace  ordinaire  les  rayons  de 


(l)  L'égalité  (22)  est  une  génóralisation  de  1'autre  que.  dans  1'espace 
ordinaire,  exprime  la  relation  entre  le  rayon  de  courbure  dune  hélice  cy- 
lindrique  et  le  rayon  de  courbure  correspondant  de  la  section  droite  du 
cylindre  contenant  Thélice. 
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(l'ou  il  suit  en  éliminant  r 
(24)  tgí 


do( 


courbure  et  de  torsion  p0,  x0  vérifient  les  relations 

rjo        .,21-2  /  f/Po\2 a 


p0    </s0  ' 

Or  si  L  est  une  ligne  d'une  surface  euelidienne  S,  la  sphère  S 
définie  par  le  point  générique  A  de  L  et  les  trois  points  infini- 
ment  rapprochés  coupe  la  suiTace  S  suivant  une  certaine  ligne  L0 
vérifiant  1'équation  (24).  Mais  comme  les  lignes  L,  L0  ont  quatre 
points  consécutifs  en  coramun,  on  a  au  point  A:  ds0  =  ds,  p0  =  p, 
tQ  =  x,  de  sorte  que  [en  verlu  de  la  relation  (24)]  on  peut 
énoncer  ce  théorème:  Dans  une  ligne  L  dêcrite  tur  une  surface 
euelidienne  quelconque  S,  Uinclinaison  i  de  la  normale  principale 
sur  la  normale  correspondante  de  la  surface  est  définie  par  l'íquation 

En  appelant  dz  et  do  les  angles  de  contingenee  et  de  torsion 
de  L,  la  relation  (25)  peut  s'écrire  de  la  façon  suivante 

ds^ 

da       d    (  ds 


l <r  t  = 
n         ds 

~dê 


et  sous  «cl tr  forme  elie  est  aussi  applicable  aux  ligues  d'une 
mii  lace  non  euelidienne  quelconque  (§  G5  —  II).  On  a  donc  le 
théorème  :  L  angle  i  que  la  normale  principale  d'une  ligne  L  dêcrite 
tui  um  surface  non-euclidienne  quelconque  S  fait  avec  la  normale 
correspondante  de  la  surface,  est  defini  par  la  relation 

\  ir  T  / 

LSf  r(l8P)  (dans  1'espace  r.) 

t  g  p     as 

(26')  tgi=    __ .-    (thp).         (dans  1'espace  I.) 

(A  suivre.) 


LUNITÉ  COMPLEXE 
RATTACHÉE  A  UNE  FRACTiON  CONTINUE  A  TERMES  RÉELS 


PAI5 


Paul  Appell 

Doyen  de  la  Faculte  dcs  Sciences  de  Paris 


I.  On  sait  que  M.  Bokel  a  réussi  à  ratlacher  un  nombre  à 
cerlaincs  series  divergentes.  Quand  ees  séries  sont  à  termes 
réels,  le  nombre  lui-mème  esl  réel. 

Une  question  analogue  se  pose  pour  les  íVaetions  continues 
divergentes,  Mais  il  peut  arriver  qu'on  soit  amené  a  faire  eor- 
respondre  h  une  fraction  continue  divergente  à  termes  réels  un 
nombre  complexe.  Cest  ee  que  je  me  propose  d'indiquer  ici. 

II.  Prenons,  par  exemple,  la  fraction  continue  périodique  di- 


vergente 


o 


Supposons  que,  par  un  procede  quelconque,  on  réussisse  h 
rattacher  \\  cetle  fraction  un  nombre  /',  que  l'on  pose  égal  h 
la  fraction, 


on  aura 


dou 


r- 1-1=0,  f-±i. 


(')  Emile  Borel,  Leçons  sur  les  series  divergentes,  Gauthier-Villars,  1901. 
Vol.  ix  — N.°3  1 
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Le  nombrc  /"defini  par  (1)  ne  peut  donc  ètre  que  1'unité  com- 
jdexe. 

Pour  alie r  plus  loin,  cherchons  l!expression  de  la  nième  ré- 
duite  de  la  fraction  (1).  On  sait  (M  que  dans  la  fraction 


f>0  + 


la  nVme  réduite  est 


ou 


avec 


V,  =  1>H  AH_i  +  An  A„_2 
BB  =  £nBn_j  +«nBw_2 

Ao  =  A),     A  i  =  Mi  +  «i 
B0=l,      B,  =  ^j. 

La  fraction  aetuelle  est  périodique:  oiupeut  lui  appliquer  la 
méthode  générale  que  j'ai  indiquée  en  1878  dans  un  article 
Sm  les  fracíions  continues  pêriodiques  [Archiv  der  Mathemalikund 
Physik,  de  Griinert,  Teil  62,  pp.   183-188). 

On  a 
0  l  Att  =  4A„_i  —  5A„_2 

[Bn=4Btt_í-5Bn_2 

avec 

(3)  |Ao  =  2,     A4  =  3 

(Bo=1,     B4  =  4. 

Lea  deux  relations  récurrentes  (2)  ont  pour  intégrale  générale 

Bfl  ) 
x  et  y  étant  les  racines  de 

X  —  2  +  f ,      y  =  2  —  í. 
(«)  Voyez  Oskab  Pebbo*,  Zta  LeAre  yo«  KettcnbrUchen,  Teubner,  1913. 
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Alors 

A,  «X  (2 +  !')■  + 11(2  —  1)», 

\  et  |i  étant  determines  par  les  deux  premiéres  conditions  (3) 
qui  donnent 

2  + 1  _  x        _st  —  i_y 

En  posant  de  mème 

B„-V(2  +  t)»,+  |A,(2-i-)» 
et  déterminant  V  et  jjl'  par  les  secondes  relations  (3),  on  a 

I  -  2»  j>  1+2/       ,y 

2  '  2  '     !  2         " 2' 


Par  suite 


Xa;M-f  \iyn         .  cc»*"1  -f  yu+4 


Bn        k'xn  +  |i'yw  sc»+4  —  ?/n+ 4  ' 

Posant  enfin 

x  =  rerJ',     y  —  re~ia, 

f7  2.1 

r=yh,      cos  a  =  — =,      sin  a  =  — — 

i/5  VXõ 

on  a  pour  le  n'ème  réduite 

An       cos  (w+  1)  a 
BB        sin  (n-\-  l)a 

Quand  1'entier  n  augmente  indéfiniment,  cette  expression  est 
indéterminêe :  la  fraction  est  divergente. 

Mais  changeons  la  signification  de  n  et  posons 

n  =  im% 

m  étant  un  entier  réel,  puis  faisons  croilre  vi  indéfiniment  par 
valeurs  réelles,  positives  ou  négatives; 

tang  n<x  =  tang  ima. 
tend  vers  +j  suivant  le  signe  de  m%  et  Pon  trouve: 

A,         2  +  i         ,   . 
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On  relrouve  ainsi  comme  limite  le  nonibre  /'  que  nous  avions 
été  conduit  à  associei*  à  la  fraction  donnée. 

III.  La  fraction  continue  que  nous  venous  cVétudier  r entre 
dans  un  type  que  SlIELTJES  a  considere  (Jnnales  de  la  Faculte 
des  Sciences  de  Toulouse,  t.  VIU  et  IX,  1894  et  1895).  On  trou- 
vera  Pindication  des  résultats  fondamentaux  de  ces  Mémoires 
dans  les  Lerons  sur  les  séries  divergentes  de  M.  BOKEL.  Les  frac- 
tions  de  StieltjeS  sont  de  la  forme 

1 


a{z  +  - 


«2  +  - 


1 


a?>z 


«4  +  "     -    , 

a*>z  +  .  .  . 


dans  laquelle  ai,  ai,   .  ..  àn  sont  des  nombres  réels  et  positifs, 
landis  que  z  est  une  variable  qui   peut  prendre  toutes  les  va- 
leu rs  réelles  ou  complexes. 
Quami  la  série 

«!+«!+•  •  .+  flrtt  +  .-- 

esl  divergente,  la  fraction  represente  une  fonction  analytique 
de  z,  navant  dans  le  plan  aucune  autre  singularité  qu'une  cou- 
pure essentielle  comprenant  les  valeurs  réelles  négatives  de  z. 
Dans  des  cas  exeeptionnels,  cette  coupure  peut  disparaitre  en 
tout  ou  en  partie. 

Le  fraction  continue  (1)  peut  s'écrire 

2  +  -1 


íz  +  1 

T4z+.  .. 

i    condition    de    faire   z  —  — — .    Cest   donc    une    fraction    de 

ST1ELTJE8  «lans  laquei  le  z  a  une  valeur  réelle  négative,  c'est-à-dire 
une  valeur  correspondam  a  la  coupure. 

I\.  On  peul  étendre  ces  résultats  li  d'autres  fractions  pério- 
diíjucs  divergentes,  par  exemple  à  une  fraction  périodique  de 
Srihi/i.ii  s  dans  laquelle  z  a  une  valeur  négative.  Les  réduites 
pourronl    se   ralculer   pai-   la   méthode   que   j'ai   indiquée  dans 


133 


YArchiv  der  mathemalih  und  physik  (loc.  cil,).    Lo   cas   Ic  plus 
simple  cst  la  fraction 

f-t-'.  a— 

'-T-... 

oíi  b  et  a  sont  des  nombres  récls  et  positifs  tels  (jue 

Ou  est  conduit  à  attribuer  à  la  fraction  une  valenr  /  telle  que 

(4)  r2_/,/-+^0, 

valeur   complexe. 

Les  réduites  — —  sont  telles  que 

B„  =^Bw_i  —  rtB?i_2. 

En  appelant  x  el  y  les  racines  de  1'équation  (í),  on  trouve 

A„  =  Xar"  -fjJiy" 
avee 

X  -[-  [i  =  &,     X j?  -f-  ;j.  y  —  b"2  —  a , 

Bw=x'j?w+[jLy 

avec 

X'  +  ;x'=  i,      X'jt  +  |x'y  =  b, 

d'oíi  en  nemplaçant  X  et  jjl,  X'  et  \i'  par  leurs  valeurs 

Aw    _  (by  —  //2  +  a)  x11  —  (bx  —  b1  +  «)  yw 
B„  "  (y  —  b)xn  —  (x  —  b)yn 

•    A  1'aide  des  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines  de 
l'équation  (.4),  on  mettra  aisément  cette  expression  sous  la  forme 

A„  yn+2  _  ^n+2 

li,  "  '  ww+á  —  #»+* ' 
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Si  //-—  \a  éiait  posilif,  x  et  y  seraient  réels,  positifs  et  dis- 
lincls.    Eu  supposant  ^>y,  on  voit  immédiatement  que,  pour 


n  =  cc  ,      hm- —  =  or. 


Mais  notre  hypolhèse  est  //2  —  4  a  négatif.    Alors  .r  et  y  sont 
complexes : 

x  =  r  (cos  a  +  2  sin  a) 

y  =  r  (cos  a  —  i  sin  a) 


A„  sin(w-f-2)a 

=  1     . 


B„  sin  [n  \    1)  a 

et  quand  n  augmente  indéfiniment  par  valeurs  réelles,  1  expres- 
sion  de  la  ??"'"'  réduit  ne  lend  vers  aucune  limite. 
Alais  changeons  la  signification  de  n  et  posons 

n  —  m  i , 

ni  étant  un  entier  réel   qui  croit  indéfiniment  par  valeurs  posi- 
i  is  es  ou  négatives 

Alois,  quand  m  croit  indéfiniment,  le  rappori 

sin(n-f  2)  ol         e(m-ti)a  _  e-(m—<ii)a 


SÍn(n+  l)a  *(»-»)«_*-- (»-»)a 

lend  vers  une  limite  cjni  est,  suivant  le  signe  de  ;//, 

eia     ou      e    ia. 

Le  limite  de      -  ,  dans  ces  conditions  est  donc 

r(cos  a  +  í  sin  a) 
c  cst-à-dire  x  ou  y. 


NOTAS  DE  BRiOLOGIA  MINHOTA 

António  Machado 


Já  depois  de  impresso  o  nosso  trabalho  sobre  as  «Museineas 
<io  Min/io»,  tivemos  ocasião  de  fazer  algumas  colheitas  e  deter- 
minações interessantes.  Certos  pontos  daquele  nosso  trabalho 
carecem  também  de  ligeiras  rectificações. 

Segue  a  lista  das  espécies.  Os  exemplares  com  frutos  vão 
indicados  com  as  letras  cfr.  (cum  fructibus);  os  estéreis  pelas 
letras  st. 

MUSGOS 

1.  Limnobium  ocliraceum,  Br.  eur.,  st. 

Os  exemplares  que  colhemos  desta  espécie,  mencionada 
a  pag.  46  do  nosso  trabalho  citado,  não  pertencem 
ao  tipo,  mas  sim  à  var.  uncinalum,  Milde,  variedade 
nova  para  Portugal. 

2.  Ifypiium  cupressiforme,  L. 

var.  filiforme,  cfr. 
Braga.  Fevereiro  de  1914. 

3.  II ip" ii mi  resupiíiatum,  Wils.,  cfr. 

Esta  espécie,  indicada  a  pag.  46,  n.°  8,  ainda  não  tinha 
sido  mencionada  para  a  flora  portuguesa. 

4.  Tlinimiiinii  alopeciiriim.  Br.  eur.,  st. 

Famalicão:  Ávidos,  junto  ao  rio  Pele.  Novembro  de  1913. 

5.  Plagiotheciuni  silvai  icum.  Br.  eur.,  si. 

Moledo  do  Minho.  Setembro  de   1913. 
Espécie  nova  para  Portugal ! 
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6.  Iljoeoiiiiuin   flagellare,  Br.  cur  ,  si. 

Moledo  do  .Alinho    Scembro  de   1913. 

Esta  espécie,  nova  para  Portugal,  e  ainda  ha  pouco  des- 
conhecida na  Península,  foi  recentemente  colhida  por 
Casares  Gil  na  Galiza.  Eslas  duas  descobertas  vem 
portanto  aumentar  consideravelmente  a  sua  área  de 
dispersão.  Os  exemplares  de  Moledo  pertencem  a 
uma  forma  com  numerosas  flores  femininas  inteira- 
mente brancas. 

7.  Eurliyiichium  velutinoides,  Br.  eur.,  cfr. 

Braga:  Bom-Jesus  do  Monte.  Fevereiro  de  1914. 

A  respeito  da  nossa  planta,  esereve-nos  o  conhecido 
especialista  Dr.  G.  Roth,  emitindo  a  opinião  de  que 
talvez  ela  seja  idêntica  ao  Eurynchium  Pírotae,  Brizi, 
colhido  em  Itália. 

8.  I : ii ■  li.vncliiiiiii    Swartzii.  Curnow.,  st. 

Famalicão:    Quinta    da   Palmeira;    num    tanque!    Maio 

de  1914. 
Forma  aquática,  muito  delicada,  caracterisada  pelo  ex- 

traordinário  comprimento  do  caule. 

9.  Em  h>  n  chi  u  in   |  mi  mil  uni.  Br.  eur.,  cfr. 

Joane.  Ma  iço  de  1914. 

10.   Bracli.ytliecium  populeam,  Br.  eur.,  cfr. 

Braga:  Bom  Jesus  do  Monte.  Fevereiro  de   1914. 

( I  exemplar  colhido  apresenta  caracteres  intermediários 
ha  espécie  mencionada  e  ao  H.  plumosum,  Sw. 

Talvez  se  trate  de  uma  forma  híbrida,  mas  a  escassez 
do  material  impede,  que  nos  pronunciemos  por  en- 
quanto. 

II     Bracli.vtliccium  Hiifaliuliim.  Br.  eur.,  cfr. 

Famalicão:  Cabeçudos.  Fevereiro  de  1914. 
( loura.  Junho  de  1  9  14. 

12.  Kiaeli.iilK  eimii  salebrosum,  Br.  eur.,  st. 

Famalicão.  Fevereiro  de  191  \ . 

13.  Itiaeli>(h<  <>hiin   albiean*.    Br,  eur.,  st. 

Famalicão:  Rorigo.  Maio  de  1914.  Entre  as  gramíneas! 
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4.   Braclijtlieciuiii   \  elutinuni,   Br    eur.,  sé. 
Famalicão:   Arnoso.   Maio  de   1914. 


15.  Rliyncliostegiuni  Megapolitaiuiin,  Br.  eur.,  cfi 
imalicào:    Quinti 
vereiro  de  I  914 


Famalicão:    Quinta  de  Rorigo.    Entre  um  silvado!    Fe- 


16.  Rhyiichoste&ium  Ikmt)  iiíeuiii.  Hpe.,  cfr. 

Var.  lusitanica,  Machado  et  Rolh;  nov.  var. 
Esta  variedade  nova  difere  da  espécie  tipo  pelas  folhas 

ligeiramente    mais    largas    e    pelos    esporos    maiores, 

lisos  e  verdes,  de   15-18  \x. 
Moledo  do  Minho.  Setembro  de   1913. 

17.  Rhynchostegiuni  confortam,  Br.  eur.,  cfr. 

Var.  Daldanianum,  De  Not. 

Famalicão:  Quinta  da  Palmeira.   Agosto  de   1913. 

Planta   em  parte  submersa.  Variedade  nova   para  Por- 
tugal ! 

18.  Seleropodiuni  illeoebrum,  Br.  eur.,  st. 

Famalicão:  Arnoso.  Março  de   1914. 
Coura.  Junho  de  1914,  cfr! 

19.  Heteroolaclium  heteropteruni,  Br.  eur.,  st. 

Coura.  Junho  de  1914. 

20.  Neckera  pimiila.  Hedw.,  cfr. 

Braga.  Fevereiro  de   1914. 

21.  Leptoclon  Smithii.  Mohr.,  cfr. 

Braga:  Bom-Jesus  do  Monte.  Fevereiro  de  1914. 

22.  Polytriclium  juiiiperinum,  Willd.,  cfr. 

Famalicão:  Borigo.  Abril  de  1914. 

23.  Pogoiiatimi  ii anu in.  Pai.  Beauv. 

Var.  longisetum,  Schp. 
Famalicão:  Arnoso.  Abril  de   1914. 

24.  Viiicliiiin  aiiguntatuni,  Br.  eur.,  cfr. 

Famalicão:  Arnoso.   Marco  de   1914. 
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2ó.  Philonoti*  caespitosa. 

Var.  laxiretis,  Loeske. 
Famalicão:  Joane.   Fevereiro  de   1914. 
Novo  para  Portugal ! 

26.  IMiilonoti*  capillaris,  Lindb. 

Famalicão:  Arnoso.  Março  de   1914. 
Novo  para  Portugal  ! 

27.  Miiium  panctatnm,  L.  st. 

Coura.  Junho  de   1914. 

28.  Brjum  psemlo-triquetruni,  Schw.,  cfr. 

Coura.  Junho  de  19  1  4 . 

29.  liryuin  alpinuni.  L.  st. 

Var.  mcridionale,  Schp. 
Famalicão :  Fevereiro  de  1914. 

30.  Brvum  Tozeri,  Grev.,  cfr. 

Famalicão:  Cabeçudos.  Fevereiro  de   1914. 

'>  I .    Hrj  um  erlij  íroearpum,  Schw. 

Famalicão:  Rorigo.  Abril  de  1914. 

32.  Ortliotriclium  rupestre,  Schleich.,  cfr. 

\  ar.  rupico/a,  Schp. 

Famalicão:  Rorigo.  Fevereiro  de  191  í. 

Variedade  nova  para  Portugal! 

Indicámos  a  pag.  56  da  nossa  tese  esta  espécie,  como 
sendo  nova  entre  nós.  Desconhecíamos  nessa  altura 
o  interessante  artigo  que  Mr.  Dixon  publicou  na 
Révue  Bryologique  de  1912,  sob  o  título  de  Results 
ojf  (/  Bryological  Visii  to  Portugal.  Este  considerado 
especialista  colheu  o  O.  rupestre  no  Algarve,  em  Maio 
de  I9M.  Cabe -lhe  portanto  a  prioridade  na  desco- 
berta desta  espécie  em  Portugal. 

33.  lt!i;teomih  iiim    proteiisum. 

<  loura.  Agosto  de  19  1  3. 
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34.  Rliacomilrium  lictcrosticlimii,  Brid. 

Coura.  Junho  de  1911. 

35.  Barbula  cimeifolia,  Brid.,  cfr. 

Famalicão.  Fevereiro  de  1914. 

3(5.   Leptotriclium  liomoiiiallum.  Sclip. 

Famalicão:  Rorigo,.  Junho  de  1913. 
Coura.  Junho  de  1914. 

37.  Leptotriclium  suuiilatuin,  Hpe.,  cfr. 

Var.  purpurascens,  Machado;  nov.  var. 
Difere  do  tipo  peleis  pedicelos  vermelhos! 
Famalicão.   Março  de   1914. 

38.  Campjlosteleum  strietuni,  Solms  ,  cfr. 

Colhemos  este  curioso  musgo  nas  fendas  dos  muros 
graníticos,  onde  frutifica  abundantemente. 

Esta  espécie,  ainda  pouco  conhecida,  foi  colhida  e  de- 
terminada pela  primeira  vez  pelo  Conde  de  Solms, 
no  Algarve,  em  1868.  Depois  disso,  Isacc  Newton 
encontrou  alguns  exemplares  nas  cercanias  do  Porto. 
Cresce  portanto  em  Portugal  desde  o  sul  ao  extremo 
norte,  pois  descobrimo-la  recent emente  em  Famalicão 
(Fevereiro  de  1914)  e  no  Àlto-Minho  (Junho  de  1914) 
e  deve  decerto  encontrar-se  também  na  Galiza,  onde 
contudo  ainda  não  é  conhecida. 

Os  dois  ingleses  Dixon  e  Nicholson  procuraram  balda- 
damente  esta  pequena  planta  nas  estações  indicadas 
por  Solms.  Ela  constitue  uma  verdadeira  raridade 
briológica,  pois  o  material  existente  em  todos  os 
herbários  do  mundo  cabe  à  vontade  na  palma  tia 
mão. 

HEPÁTICAS 

39.  Scapania  compacta,  Dum.,  cfr. 

Famalicão.  Fevereiro  de   1914. 

40.  Lophocolea  Iictcropliilla. 

Famalicão:    Ávidos,   junto  ao  Pele.   Fevereiro  de   1914. 
Nova  para  Portugal ! 
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41.  Plagiocliila  spinulosa,  Dum. 

Paredes  de  Coura.  Agosto  de  1913. 

42.  Grinialclia  clichotoma,  Hadd. 

Póvoa  de  Lanhoso.  Abril  de  1914. 

4  3 .   Riccia  glauca,  L.  ? 

Paredes  de  Coura.  Setembro  de  1913 


THÉORIE  OES  ÉGALITÉS  OOUBLES 


PAR 
A.   ÁUBRY 


1.  On  appelle  égalité  multiple  du  ne  ordre  Pensemble  de  deux 
groupes  de  nombres  entiers  présentant  1'égalité,  non  seulement 
des  somines  de  leurs  termes,  mais  de  celles  de  leurs  carrés, 
de  celles  de  leurs  cubes,  ...  de  celles  de  leurs  nhme$  puissances, 
ce  qu'on  désigue  par  le  symbole  £.  Ainsi  le  syslème 

«  +  .  .  .  =  «  +  .  .  .,     a"2  +  .  .  .  =  «2  +  .  .  .,     a»+.  .  .  =  <*»  +  .  .  . 

s'écrira  simplcment 

«+...!«  +  ...   (J). 

Gcnéralement,  le  noiubre  des  ténues  est  le  mème  daus  les 
deux  uieuibres. 

Pkoth,  Frolow  et  G.  de  Longchamps  ont  fourni  les  pre- 
mières  vues  de  cette  tbéorie,  qui  a  été  considérableuieut  élendue 
par  G.  Taury.  Elle  s'appuie  sur  les  trois  leuuues  géncraux  qui 
suivent,  dús  à  Fkolow  {S.  M.   1889). 

I.  On  ne  change  pas  la  na  lure  (/'une  êgalitê  multiple  en  mulli- 
plianl  tous  ses  teimes  par  un  même  entier. 

II.  La  somme,  membre  a  membre,  de  deux  égalités  mulliples  du 
même  ordre  en  est  une  autre. 

III.  On  a  une  nouvelle  égalité  multiple  en  augmentant  d'un  même 
entier  k  tous  les  termes  d'une  égalité  multiple  donnée.  Ce  théo- 
rème,  conséquence  de  ce  que  le  développeuient  de  (a-\-k)h  est 
de  la  forme 

«*  +  Aa*-1  -f  Ba*~2  +  .  .  .      (A,  B,  .  . .  independa nts  de  k) 


(l)  Cette  notation  três  simple  et  três  suggestive,  est  due  à  G.  Taukv. 
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permel  de  supprimer  un  lerme  dans  un  membre.  Par  exemple, 
en  retranehant  1   de  ehaque  lerme  de  la  relation 

(I)  1  +  5  +  612  +  3  +  7, 

qui  est  1'égalité  double  en  nombres  positifs  et  inégaux  les  plus 
simples,  —  on  trouve  eelte  autre  égalité  double 

4+511+2+6 

possèdant  un  terme  zero. 

2.  Les  lemmes  I  et  III  permetlent  de  déduire,  d'une  égalité 
multiple  connue  une  formule  en  fournissant  aulant  qu'on  veut. 

Vinsi  la  relation  numérique  (1)  produit  la  formule 

donnée  j>ar  Proth  (N.  C.  Af.   1877). 

3.  Determinei-  trois  entiers  qui,  ajoutês  respectivemenl  aux  dois 

hi  me*  de  cl  ia  que  membre  d' une  cgalití  double 

,/  +  />  +  cÍ«  +  t3  +  T, 

donnenl  une  nutre  êgalitê  double  (Frolow).    Soient  0,  x  et  y  les 
trois  uombres  demandes:  on  doit  avoir 

a  +  (b  +  u)  +  (c+v)la  +  $+u)  +  (t  +  v)% 

d'o.i 

Si  b      ,'j  =  /^,  ~í  —  c  =  f/i,  il  yiendra  u  =  kà,  v=-/>g. 

Par  exemple,  pour  n  =  1 ,  r  =  2,  la  relation  (lj  dorme  la  for- 
mule 

(.1)      x  +  (bx  +  y)       6a?  +  2y)i2a?  +  (3aí+y)  +  (yB+2y)(*). 


(*)  Prolow,  qui  a  donné  1'équivalent  de  (3),  a  aussi  donné  cette  for- 
mule (Tégalitée  culiiques 
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CuRUL.  Soit  1'identité  a  \-b  \-c^b-\-c  \-a  en  posant  b  —  e=jg, 
a  —  c  =  fà,  on  aura  cette  formule  qui  ne  présuppose  pas  la  con- 
naissance  d'une  rei  a  tio  n  telle  que  (1): 

(4 )  a  +  (b  +  A'//)  +  0  +  /•£•)  4  £  +  (c  +  M)  +  (a  +  iy) 

et,  pour  a=  I,  b  =  2,  6  =  3,  /:  —  —  2,  donne  eette  niòme  rela- 
tion  (1). 

4.  Daprès  une  remarque  de  G.  DE  LONGCHAMPS  (J.  E.  1889), 
la  relation  (a)  plus  haut  entraine  les  s uivantes  :   1 ,° 

soit  douze  nouvelles  égalités  doubles ;  2.° 

,â,L,     v  J  OWsft-WfàtfT)  j  I  (ft±gb)+{h±gc) 

et  deux  autres  relations  semblables,  ce  qui  donne  48  nouvelles 
égalités  doubles. 

Faisons,  avec  G.  dk  Longchamps,  /'=  10,  g  =  1,  et  prenous 
les  signes  supérieurs,  la  relation  (1)  donnera  les  suivantes 

15  +  56 +  61  123 +  37 +  72  116 +  65  + 51 127 +  73 +32. 

Corol.  On  peut  mème  trouver  de  cette  façon,  des  formules 
ne  nécessilant  pas  Ia  connaissance  préalable  d'une  égalité  nu- 
mérique,   car  1'identité  a  +  b  -\- c  1  <?  +  />  +  a   donne  Ia   suivante 

(1)       (í"±gí)+(íb±gc)+(fc±su)l{fb±ga)i(fc±gi){  (fa±gc), 

qui  en  contient  huit.    Ainsi,  de   1+2  +  312+1+3,    on   tire 
immédiatement 

22  +  23  +  31121+  13  +  32. 

5.  Les  sommes  terme  a  terme,  des  deux  êgalitês  suivantes,  oú  6 
designe  un  nombre  enlier  ou  non  entier, 

A  +  B  +  C 1  (A  +  Of)  +  (B  +  dg)  +  (C  +  0ft) 

a    }   />f  ri  («  +  /)  +  (/>+  o) +  (,+  /,) 
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,n   donnent   une   ttoisième   (FkOLOW).    Cela   se   vérifie   aisément 
pour  le  premier  et  pour  le  second  degrés  dans  l'équation 

(A  +  «)  +  lB +  *)+... 

6.  I  ne  égalité  duuble  quelconque  a-\  b  •  cA«  p  -,-  peul 
louiours  ètre  ramenée  a  la  forme 

(«)  i*  +  v  H-  (as  -f  y)  1  (u  +  »)  +  «+ y, 

par  l'addition   à  chaque   terme   dun  cerlain  nombre  /    aisé  à 
déterminer,  car  on  na  qu'à  poser: 

/,    =  (a  +  A  !        p      /  I     d'oà     k  =oi  —  a  —  b. 

Or  la  formule  (a),  exacte  pour  le  premier  degré,  le  devient 
pour  le  le  second,  si  on  a  xy-=\iv. 

(leite  remarque,  qui  será  uiilisée  pltis  loin,  esl  due  r  M.  I'abbé 

A.    (  -ANS1N. 

7.  Soit  \\  résoudre  A.  +  af-1-ylB-f-C+^rM.  A.  CàSSIN  m'a 
communiqué  un  procede  qu  on  peul  présenter  simplemenl  ainsi. 

La  relation  donnée  será  vérifiée  si  on  peul  la  ramener  à  une 
autre  remplissanl  les  condilions  indiquées  au  n°  précèdent. 
Posons  donc 

\  •  k)  +  (x     I,    -  .//  I  k)l(K     k)  +  {C  +  k)  +  (z  +  k). 
II  Paul  Irouver  /.  lei  qu'on  ait,  d'une  part, 

A      k  =  (B  +  k)+(C  +  k)     d'oíl     /=A-B-C 
el    d'autre   part, 

a  +  A)(y     k)  =  (h  +  k)  C 
Posanl    B  i       /)  =  «/>,  il  vient 

«  =  ±a  —  kt     y     ±  />-/,     z  =  x+y  +  k. 

Le  problème  esl  donc  toujoura  possible,  el  il  a  autant  de  so- 
lutions  qu'il  \  r  de  manières  <l<<  décomposer  B -f  k) (C  +  k)  en 
deux  lacteurs. 
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Soient  A-=  o,  B  —  10,  C«  14;  on  ama  /  -  24,  a£—  lio, 
x  _  7  +  24  -.11,2/-  20  |  24  -  4  í ,  2    -  5  I . 

8.  Soit  fk  —  gB=*(f*  +  g*  —  fg)à%  il  viendra  la  formule 

(9)  A  +  B  I  (A  -  ///)  !  (li  |  ////)  !  (///  -  gk)% 

qui  donne  immédiatement,  dans  de  nombreux  cas,  la  soluiion 
de  1'équation  A  -\-  B  J-a? -|  - //  — | -  z,  quand  elle  existe.  Ainai,  par 
exemple,  pour  /'  1,  g  =  —  1  ;  /'=3,  </=  1,  on  a  ces  deux  for- 
mules : 

(10)  si     «\/j--M,      on  a:      a   \   b  l(a  -  !t)    -f  {b  —  h)  +  2/< 
(II;        si  3«  — £  =  7/4,     on  a:     a  |-£  !(«  —  :$//)  |  (/>  |  h)  \  2h. 

9.  Les  sôlutions  de  1'équation  precedente  se  trouvent  bien 
plus  fácilement  à  l'aide  d'un  ihéorème  laissé  sans  demonstra tion 
par  G.  Tauky(4)  et  retrouvé  par  M.  A.  Cassin,  sons  une, 
forme  d i fie rente  <|ni  <*n  suggère  une  démonstration  facile.  On 
peul  l'exposer  ainsi :  posons 

A  |  li  |  C  =  .ç,     3A-í  =  /;     3B  —  s=*g, 

+  u  —  2x  —  y  —  z,    i.v^-2y —  x  —  z  ; 

l'équati(jn  A   |   B  |  Q~x  \  y  ~\-  z  s'écrira: 

t  +  f     s+g      s—f    g  2  s±u      8±v      s  |  u  \  v 
3   "*~    3  3  3  :;   """*""       3 

L/équation  será  donc  résolue  si  I"  on  peut  poser 

/'-  !  <f  I  (f\  g)*~u*  1  »H("-lv>2 

011   bien 

(12)  f*  |  f  |  fg-u*  +  v*  !  ut>, 


(')  Pour  que  Véqualion  A  |  l>  l,!  sc-f-y-f-ai  soit  ré8oluble}  il  faut  et  il 
BuffiÁ  que  le  nombre  (A  |  \>)2  -\--i  (A  —  lí)2  puiue  te  mettre  une  devxieme  fois 
tous  la  forme.  p-  j  '$<p,  et  alors  (a  soluiion  est  donnée  /><ir  le§  formulei 

Gx  =-•  2  A  -f  2 1J  ± />  -j-  85,     <;?/  ==  2  A  -f  3 B  ±  ?j  —  '■></■ 

Ce  théorème,  ainsi  <ju(;  le  corol.  v  <lu  n°  10,  m'ont  été  communiqués  sans 
démonstration  par  G*.  Taiby,  peu  de  leinps  avatit  na  mort. 
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et  2o  si  en  outre  s±u  et  s±v  sont  des  mulliples  de  3.  Or  (12) 

peut  s'écrire 

(f-g)*  +  $f9  =  (u-v)*  +  Zuv; 

donc,  comine  /"— #=3(A  — B),  on  a:  t*  =  v  (mod.  3);  si  s  est 
un  non-mulliple  de  3,  il  en  est  de  méme  de  u  et  de  v  puisque 
-fu  =  3£C_s:  l'un  des  deux  nombres  s±u  est  donc  multiple 
de  3  et  il  en  est  de  mème  de  s  +  v.  La  seconde  condition  est 
donc  implicitement  comprise  dans  la  première. 

Soient   A=ll,   B  =  6,  C  =  0;   on  a:   s=17,  f=  16,  g=í. 
On  doit  donc  avoir 

Ma+1,2  +  «»=  1*+16*+1.  16  =  273. 

Par  suite 

(M4_r)ss==273-f nv=W—  16+ui>,  d'oú  íê+»=17,  u«i,  v=  16, 
solulion  illusoire; 

(M-f-i;)2=  182—  51  +  wt>,  d'oú  u-{-v=\8,  solution  impossible ; 

(u  +  t>)*  =  192  — 88  +uv%  cFoú  t*+t?  =  ±19,  u  =  ±%,  »  =  ±l; 

s  — 8  =  9  et  5—11=6  étant  divisibles  par^3,  on  a  la  solution 
íc=3,  #  =  2,  g=  12. 

10.   Formule  gênêrale  de  Végalilé  double.  Posons 

(a)  (A  +  a;)  +  (B+y)J:A  +  B  +  (íB  +  y): 

la  condition  de  légalité  au  premier  degré  est  satisfaite  idenli- 
quement;  celle  de  1'égalité  au  deuxième  degré  se  réduit  a 

kx  -|-  fty  =  xy 

ce  qui  conduit  a  poser  Ax  =  uy.  Si  on  suppose  A  =  aby  x  =  c<x, 
on  pourra  écrire 

u  =  ac,     y  =  bot       d'ou        ocy-\-By  =  cocy 

ce  qui  conduit  'a  poser  B  =  cy/  et  de  la  a  =  «  ■}-//.    On  a  ainsi: 

a?  =  ca  -f-  «/,      y  =  ab-\-  bd, 

òVoà  la  formule  générale  annoncée, 

( 1 3j     ( a6  :  />r/  +  «/)  +  (ab  -f  ac  f  cy/j  1  (a£  -f  <ic  +  bd  f  cr/)  f  a/>  -f  ccf. 
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Remarques.  I.  Ni  a-\-d,  ni  ^  +  c>  ne  peuvent  ètrc  nuls,  aulre- 
ment,  on  aurait  une  simple  identité  de  la  forme  A+KAA-f-B. 

II.  Fe  UM  AT  avait  pense  qu'aucune  somme  de  deux  carrés  ne 
peut  se  décomposer  en  irois  carrés.  La  formule  (13)  montre 
que  non  seulement  cela  se  peut,  d 'une  infinité  de  manières, 
mais  qu'on  peut  y  ajouter  dautres  conditions. 

III.  On  trouve  une  formule  particulière  plus  symétrique  en 
retranchant  ab-{-cd  de  chaque  terme  (y  compris  le  terme  zero): 
il  vient  ainsi  en  ehangeant  les  signes  de  a  et  de  c 

(14)  ab  +  cd+(ac  +  bd)±(ab+ cd)  + ac  + bd. 

Autre  démonstration.  Posons 

(A-f  a?)  +  (B-f  y)  +  CJ:(A  +  y)  +  (B  +  C  +  aí); 

il    viendra 

(A-B)Ç«-y)-C(B  +  «), 

ce  qui  conduit  a  écrire  suecessivement 

A  — B  =  «|3,     a?  — y  =  ^,     B  +  a5«crf,     C  =  $% 

A  -f  x  =  ap  +  cq ,     B  +  y  =  orç  —  ?&,     A;  +  y  =  afi  +  a?  —  f&, 

d'oú  une  formule  qui  revient  a  (13). 

^«//*  demonstra tion.  D'après  le  n°  G,  on  a  identiquement: 

(p)  tt  + 1>  +  (a?  -f-  3/)  1  (m  +  v)  +  x  +  y 

si  uv  =  xi/.  Or  cela  a  lieu  si  on  peut  écrire  u  =  ab,  v  —  cel% 
x  =  ac,  y  =  bd,  ce  qui  donne  Ia  formule  (14),  d'ou  il  est  aisé 
de  revenir  à  la  formule  (13)  dont  la  généralité  resulte  de  celle 
de  (a),  tandis  que  (14)  dépendant  de  la  tormule  particulière  (fi), 
ne  peut  èlre  elle-mème  que  particulière. 

COROL.  I.    On  trouvera  des    cas  particuliers  intéressants  en 
faisant  dans  (13) 

ac  ab  ab  ,  1b-\-c 

b  c  b-f-c  2c-\-b 

II.  Parlager  un  nombre  donné  f,  de  deux  manières  diferentes, 
en  Irois  parties  lelles  quil  y  ail  égalttê  entre  les  sommes  de  leurs 
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carrés.  Assimilons  /'au  premiei*  membre  de  (14),  lequel  est  égal 
a  (a  +  d)(b  +  c);  si  f=gh,  on  pourra  poser 

a  et  b  quelconques,     c  =  h  —  b%     d  =  g  —  a. 

Le  problème  est  toujours  soluble  et  mème  d'une  infinité  de 
manières. 

III.  Étant  donnée  une  égalilé  double,  trouver  Irois  nombres  les- 
quels  ajoutês  respectivement  aux  trois  termes  de  chaque  membre, 
donnent  une  deuxúme  égalilé  double.  Par  1'addition,  à  tous  les 
termes,  d'un  certain  nombre  k  determine  comine  il  est  dit  au 
n°  6,  changeons  fégalité  donnée  en  une  autre  de  la  forme  (14) 
et  appelons  a,  ,3,  0,  les  trois  nombres  à  ajouter  aux  six  termes 
pour  obtenir  une  nouvelle  égalilé  double,  qui  será 

(ab  +  v)  +  (cd  +  p)  +  (ac  +  bd)  1  (ac  +  a)  +  (bd  +  p)  +  (ab  +  cd). 

\  raie  au  premier  degré,  cette  égalité  le  será  au  second  si  on  a: 

aba  -\-  cdfi  -f  acbd  =  acot  -f  bdfi  -f-  abcd, 

c.  a.  d.  si  aot  =  $d.  On  déterminera  dono  a  et  p  par  cette  der- 
niòre  condition  et  les  trois  nombres  cherchés  seront  ainsi  a  —  k, 
p  — A  et  Á. 

Cette  solulion  généralise  cellc  du  n°  3. 

IV.  Etant  donnée  une  êgalitê  double,  en  trouver.  une  deuxume 
dont  les  termes  ajoutês  a  ceux  de  leurs  correspondants  de  la  pre- 
mi* ic  iiialitê,  en  donnent  une  troisihne.  Changeons,  comme  au 
corol.  m,  légalité  donnée  en  une  autre  de  la  forme  (14)  et  soit 

(T)  ap  +  T&  +  («T  +  P)  4  «T  +  $  +  («P  +  #) 

une  égalilé   qui   reponde  alors   à   la  question,  c.  à.  d.  telle  que 

(*)  (ab+a$)  +  (cd+tf)+... 

fournisse  une  équation  double.  On  devra  avoir,  en  procédant 
<  <> ie  j>liis  haut  et  réduisant, 

</<  y]      fHl  ^  =  ab  yj  -f  cd  ap , 

d'ou  il  resulte  que  la  condition  nécessaire  pour  lexactitude 
de  (o)  esl  qu'on  ait 

ao  =  y.d 
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ou  bien 

On  prendra,  par  exemple,  p  et  -j  quelconques  et  on  déter- 
minera  a  et  ò  tels  que  a^  —  ad:  on  aura  ainsi  1'égalité  (j)i  dont 
tous  les  termes  diminués  de  A,   fourniront  1'égalité  demandée. 

Cette  sol u tio n  généralise  eelle  du  n"  5. 

V.  Pour  que  Véqualion  A-f  B|a3  +  ?/  +  2  soit  rèsoluble,  il  faut 
et  il  sufjlt,  si  A  +  B  nest  pas  un  multiple  de  3,  que  le  nombre 
A2-{-B2 —  AB  ait  au  moins  deux  facteurs  de  forme  6h-f-l.  (G. 
Tarry.)  Si  cette  équation  est  rèsoluble,  on  doit  pouvoir  éerire, 
a  cause  de  (13) 

A  =  ab  -|-  bd  -j-  cd,     Y$  —  ab  -\-  ac -\-  cd, 

or  dans  ce  cas,  on  a  Tidentité 

A2  -I-  B2  -  AB  =  (a2  +  ad  +  r/2)  (£2  +  bc  +  e2). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  est  donc  que  le  premier 
membre  puisse  se  décomposer  en  deux  facteurs  de  la  forme 
x2, -\- xy -\- y- 1  or  cette  expression  ne  peut  avoir  comme  facteurs 
que  3  ou  des  nombres  de  la  forme  6A+  1. 

11.  On  ne  saurait  avoir  a  -±-  b  jL<x-\-$,  même  en  nombres  non 
entiers.  En  eífet,  de  a-\-b  =  a-\-$,  a*  +  £2  =  a2  +  P"2,  on  tire 
ab  =  a$,  dou  a  —  b  —  a$  et  de  la  a  =  oc. 

Géométriquement,  cela  revient  a  considérer  deux  triangles 
rectangles  AXB,  A  YB,  ayant  mème  hypoténuse  AB,  les  côtés 
AY,  BX  se  coupant  en  O.  Les  triangles  AOX,  BOY  étant  sem- 
blables,  on  a  : 

(a)  OX.BY  =  AX.OY,     AO.BY  =  AX.OB. 

Si  BY>AX,  on  peut  éerire,  en  multipliant  par  la  quantité  po- 
sitive BY-f  OY  —  OB,  et  utilisant  les  relations  (a) 

BY  (BY  +  OY  -  OB)  >  BY  (AX  +  OX  -  OA) 
d'oú 

BY  +  AY>AX-fBX. 

COROL.  I.  Les  êquations  suivanles  sont  impossibles 

2  x  -f  ( y  +  x)  +  2  y  1  2  u  +  ( u  +  v)  +  2  v , 

x-  +  xy  -\-  y1  X  xir-V  uv  +  u2. 
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II.    On  ne  saurait  avoir,  mime  en  nombres  non-entiers,  l 'cquation 

(?)  X  +  Y1T  +  U  +  V. 

On  a  identiquement 

(A+x)  +  (B  +  y)  =  k  +  B  +  (<c  +  y). 

Or  les  deux  équalions  fonnées  en  remplaçant  les  termes  de 
eette  identité  par  leurs  carrés,  puis  par  leurs  cubes,  se  rédui- 
sent  h  eelles-ci: 

Ax  +  Bi/  =  xy, 

A2íc  +  Aa;2  + 1%  +  B#2  =  x*y  +  xif  =  (as  +  y)  (Ax  +  By) , 
dou 

A^+B2y=(A+B)íc?/=(A+B)(A£c+B^)  =  A^+B^+AB(a'+?/), 
et  de  là, 

d 'ou 

(1+b)  +  (B-«)ÍA  +  B, 

conclusion  impossible,  daprès  le  n°  11. 

Aulre  dcmonslration.  Les  deux  premières  des  trois  équalions 
contenues  dans  (,3)  donnent 

3  (X*  +  Y2)  -  (X  -f  Y)2  =  3  (Ta  +  U2  +  V2)  -  (T  +  U  +  V)2 
ou 

\     r  Y2  -  X  Y  =  T2  +  U2  +  V2  -  TU  —  UV  —  VT, 

d'oú,  en  multipliant  par  la  première  de  ces  mèmes  équalions  ([5), 
X.3  +  Y3  -  T3  +  U3  4  V3  -  3  TUV. 

Les  équalions  (,3)  ne  peuvent  donc  ètre  simultanément  exaetes 
que  si  V,  par  exemple,  est  nul,  ce  qui  raniène  à  Tégalité  im- 
possibile  X  +  Y1T  +  1  . 

Aulre  démonlration.  Toule  égalité  triple  à  cinq  ou  à  six 
termes  peul  se  ramener  à  la  suivanie 

ab  +  cd  +  (ac  +  bd)  1  (ab  +  cd)  +  ac  +  bd, 
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laquelle,  vérifiée  pour  les  deux  premiers  degrés,  le  será  pour 
le  troisième  si  l'on  a: 

a*é*àd+acb*d*  =  (P  &  cd  +  abó*  d* 
ou 

ac  +  bd  =  ab  +  cv/. 

ce  qui  demande  c  =  b  ou  a  =  d,  conclusion  impossiblc,  car  les 
tertnes  seraient  iden tiques  dans  les  deux  membres  (4). 


(*)  On  aurait  bien  une  quatrième  démonstration  utilisant  les  propriétés 
des  équations,  mais  on  peut  se  dispenser  de  la  donner  dans  une  étude  élé- 
mentaire  telle  que  celle-ci. 


SUR  LA  VIE  ET  LttUVRE  DE  PEDRO  NUNES 


PAR 


Rodolphe  Guimarães 

Commandant  da  génie 


(Suite) 


21.  L'ouvrage  de  Pedro  Nunes,  publié  après  son  Traitê  de 
In  Sphère,  a  été  le  volume  De  Crepusculis,  paru  à  Lisbonne  en 
15  42,  et  aujourdbui  três  rare  (1). 

Cet  ouvrage  forme  un  volume,  dont  le  forma t  est  de  0m,195x 
0m,140  (et  de  0m,  162  x  O"1, 112  de  comp.),  de^73  feuilles  non  nu- 
mérotées,  en  cahiers  de  3  feuilles.  En  chaque  çahier  la  lerefeuille 
csl  numérotée  par  une  lettre  a  de  1'alpbabet,  et  la  2e  par  la 
méme  lettre  suivie  de  j\  le  dernier  cabier  a  seulement  3  feuilles, 
dont  la  dernière  est  blanche. 


i1)  On  signale,  en  tout  cas,  à  notrc  connaissance,  1'existence  d'exem- 
plairea  de  cot  ouvrage  aux  Bibliothèques  suivantes  :  Nationale  de  Lisbonne 
(Reservados  n."  397  noir),  du  Palais  d'Ajuda  (n.°  50-vm-48j,  publique 
d'Evora  Gab.  E  7  —  C.  1  n.°  11  (479)],  du  Couvent  de  Mafra,  nationale 
de  Paria  (V  8203  et  7078),  royale  de  Bruxelles  (V.  H.  ÕN9),  de  1'Univer- 
sitr  de  Copenhague,  impériale  de  St.  Pétersbourg  (4.  4.  2.  41),  Biistish 
Miisciuii  .").;<)  d  2  (3)],  de  1'Observatoire  astronomique  de  Pulkova  (section 
xvin  du  v<>i.  i,  L860  <lu  catalogue),  royale  de  Copenhague,  de  TUniversité 
de  Bale,  impériale  et  royale  <ie  Viennc  (72.  J.  125  et  72.  S.  61),  de  l'Uni- 
versité  de  Cracovie  (Matheaia  23->2),  nationale  centrale  de  Florence,  de 
rUniveraité  de  Gottingen  (8.  Gcogr.  phys.  10000),  de  1'Université  de 
KOnigaberg  (Mb.  1.  4.°),  de  la  ville  de  Bordeaux  (n.°  7964),  de  la  ville  de 
Douai  (o  '  703),  nationale  de  St.  Marc  àVénise  (208.  D.  220),  de  1'Univer- 
Bité  d'Oxford  (Savile  V  H'>.  4."  N.  1  Art.),  royale  de  Bamberg  (Astr.  9.  68), 
de  la  ville  de  Versailles  (Fonda  A,  in  4.°,  Ae  114).  de  l' Uni  ver  si  té  de  Iena 
[1  ftfath.  vii  21  (2||,  de  la  Société  royale  de  Londres,  nationale  Victor 
Manuel  de  Rome  (12,  2.  M.  23),  de  Ia  Société  des  sciences  natuielles  de 
Xurkh.  v><\  ale  Bi  provinciale  de  Hannover,  de  TUniversité  d'Edinbourg, 
et  de  1'Ecole  Polytechnique  de  Zurich.  Un  exemplaire  existe  aussi  à  la  bi- 
bliothèque  de  M.  le  comte  d'Arrochela,  à  Lisbonne. 
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Le  papier  a  la  marque  en  filigrane  de  ligues  droites  suivant 
le  sens  transversal,  et  une  niain  ouverte  aplalie. 

Chaque  page  complete,  cn  une  seule  colonne,  contient  dor- 
dinaire  27  ligues,  et  chaque  ligne  complete  50  lettres  en 
moyenne. 

Les  caracteres  sont  du  type  romain,  qui,  à  cette  époque-là 
(LM2),  s'employaient  déjà  couramment. 

Sur  le  front  du  livre  on  lit  le  titre  suivant,  mis  dans  un  por- 
tai] (*),  tout  d'une  pièce,  grave  sur  bois. 

Pktri  Nonii  I  Salaciêsis,  de  Crepusculis  liber  | 
unus,  nuc  recês  &  natus  et  editus  |.  Item  Allackn 
Aeabis  \  vetustissimi,  de  causis  Crepuscu  |  lo  rum 
Liber  unus,  a  GERARDO-|  CremONENSI  iam  olim  La- 
tinita  ]  te  donatus,  nunc  vero  omniu  primum  in  lu- 
cem  editus. 

Le  volume  se  termine  par  la  clòture : 

Ludouicus  Rodericus  exeudebat  Olyssippone  |, 
Anuo  MDjclij.  mense  Iannario, 

suivie,  à  la  dernière  page,  par  la  vignette  usitée  par  1'éditeur, 
surmontée  de  la  divise:  «Nullum  theatru  uirtute  conscientia 
maius». 

Plus  tard,  en  1571  (-),  cet  ouvrage  fut  reimprime  à  Coimbre 
par  António  de  Mariz. 

Cette  seconde  édition,  dont  le  forma t  est  de  0m,270  x  0m,190 
(et  de  0ni,230  x  0m,150  de  comp.),  étant  la  composition  de 
chaque  page  \\  deux  colonnes,  est  en  tout  égale  à  la  pfemière 
édition,  et  constitue  une  broebure  de  63  pages. 

Cette  mème  édition  de  157  1  fut  ineorporée  dans  le  volume 
Dd  arle  atijve  rationi  navigandi  (édition   de    1573)  (3)    et   aussi 


(1)  Ce  portail  avait  servi  déja.  dans  le  front  du  Ltsino  christão,  Lixboa, 
Luiz  Rodrigues,  15o'.).  On  le  trouve  reproduit  dans  le  3.°  Supplemento  ao 
Diccionario  bibliographico  portuguez,  Lisboa,  1883,  p.  88  et  aussi  dans  la 
couverture  du  catalogue  n.°  8,  de  1913,  de  M.  Coelho,  bonquiniste  à  Lis- 
bonne. 

(2)  Nous  signalons  1'existance  d'un  cxcmplaire  de  cette  édition  à  1'Ecole 
des  ingénicurs  de  Home. 

(3)  Comine  1'obBerve  de  Zach  [Monatliche  Korrespondenz  zitr  Brfordesung 
der  Erd  und  Himmth-Kunde,  Gotha,  t.  tu,  1801,  p.  205),  on  remarque  três 
bien  que  sur  le  chiffre  1  de  la  date  1571  apposé  sur  la  page  de  titre,  on, 
a  imprime  le  chiftre  3. 
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dans   rédilion   de    1592   de   1'ouvrage   Petri  Nonii   Salaciensis 
Opera,  imprime  a  Bale  par  Sebastien  Hericpetrus. 

22.  Ce  Traité  des  Crépuscules  est  sans  doute  eelui  qui  a 
donné  a  PEDRO  Nunes  le  plus  de  eélébrité  (');  on  en  trouve 
d i verses  références  dans  Tycho  Brahe  (2). 

Dans  ce  Traité,  Pedko  Nunes  expose  beaueoup  de  fails  qu'il 
n'a  pas  rencontrés  chez  les  auteurs  eontemporains,  et  qui  pa- 
raitraient  invrai-semblables  sil  ne  les  avait  pas  obtenus  au 
moven  de  démontrations  (3). 

II  a  rapporté  dans  son  ouvrage  les  doctrines  des  grecs  Me- 
xelao,  Aristarciie  de  Samos,  Archjmède,  Ptolémée,  Pkocle, 
Cléomède,  Euclide,  Aristote  et  Strabon;  des  latins  Pom- 
PONIUS  Mela   et  Tiiéodose;   de  1'arabe  Alhazex   et  d'autres. 

Quant  ;»  sa  méthode  de  démonstration,  elle  s'éearte  parfois 
de  celle  suivie  par  MenelÁO,  Ptolémée  et  GÈBER,  mais  il  n'a 
eessé,  comine  il  1'avoue  (4),  de  suivre  les  traces  d'EuCLIDE  et 
de  ThÉODOSE,  laissant  aux  critiques  le  soin  d'apprécier  si  sa 
méthode  était  la  plus  appropriée  et  la  plus  direete  pour  dé- 
montrer  cette  doctrine. 

Cet  ouvrage  de  Pedro  Nunes,  composé  à-4a  suite  de  plusieurs 
enlretieus  qu'il  a  eus  avec  le  cardinal  Dou  Henrique,  son  élève, 


(1)  «De  toas  les  ouvrages  de  Pedro  Nunes,  celui  que  les  savants  s'accor- 
dent  à  considérer  comme  le  plus  fécond  en  vues  réellement  neuves  est  le 
petit-traité  De  Crepusculis.  On  a  même  jusqu'à  affirmer  que  si  on  le  sou- 
mettait  à  une  sérieuse  analyse,  les  belles  théories  de  Newton  sur  les  cou- 
leura  paraitraient  moins  extraordinaires  (Nouvellebiographie  générale,  par 
Fibmin  Didot  frères,  Paris,  t.  xxxyiii,  18G2,  p.  363). 

(2)  TrcnoNia  Bbahe  Dani,  Epistolaram  astronomicarvm  libri,  Noribergse, 
1001,  83-84  et  86.  Le  même  auteur  dit  dans  son  livre  Astronomia!  instau- 
raUv.  mechanica,  Noribergse,  1602,  p.  7:  «Intra  hanc  est  alia  quae  da  distri- 
butio  quam  Pbtrus  Nonius  hispanus  mathematicus  clarissimus  in  erudito 
suo  libello  de  Crepusculis  tradidit,  existimans  eam  Ptolomaes  olim  usur- 
patum  fuisse». 

(3j  «Pktbus  quidem  Nonius  lusitanus,  celebris  nostra  setate  mathema- 
ticus, ante  annos  64  librum  edidit  de  Crepusculis  eruditum,  atque  elegan- 
fcem  in  quo  multa  peraente  demonstravit  sei  tu  non  inincumda,  &  qme  pa- 
radoza,  nisi  firmissimia  mauirentur  demonstrationibus,  viderentur  ominino. 
(Chbibtopbobi  Clayii  Bembergen8Í8,  In  aphceram  Joannis  de  Sacro  Bosco, 
Commcntarius,  Lugduni,  K',07,  p.  507,  et  Optrum  mathematicorum,  tomus 
terciua  (commentarium  in  Bpbaeram  Joannis  de  Sacro  Bosco),  Moguntiae, 
1611,  p.  256  (Digressio  geometrics  De  Crepusculis). 

Porro  hec  mea  demonstraudi  methodus  alia  est  fateor  aliquando,  ab 
ea  qua  prisei  illi  autbors  Menelals,  Ptoi.emeus  &  Geber  viri  doctissimi 
aaisnnt:  .<'■<!  ab  Euclide  &  Thbodosio  hand  quaquam  alinea.»  (Préface  de 
1'ouvrage  D<  Crepusculis,  p.  1). 


155 


sur  des  sujcts  d'astronomie,  comprend  deux  parties,  étant  pre- 
cede d'une  dédicace  au  Roi  Don  JoÀo  III  (l). 

Le  première  (Prima  pais  Libri  de  Crepusculis  PETRI  Nonu 
Salaciensis  incipit),  occupant  22  pages  (foi.  3  v°,  à  foi.  14  r°)  a 
trait  a  des  notions  générales  sur  la  théorie  des  crépuscules. 

La  seconde  partie  (Pars  secunda; ,  vraiment  remarquable, 
occupe  presque  toiit  le  volume  (foi.  14  r°  li  foi.  64  r°),  et  ren- 
ferme   19  propositions,  a  savoir: 

Prop.  I — Arcura  distanliae  solis  ah  horizonte,  in  principio 
crepusculi  matutini  aut  sine  uespertini,  stabileni  esse  non  posse, 
sed  pro  teporu  uicessitudine   necesse   sit  uariari,  demonstrare. 

Prop.  II  —  Coneepti  puncti  ecliplicée  declinationem  inuenire. 
Ratio  enim  sinus  totius  ad  sinum  rectum  maximse  declinationis, 
sicut  ratio  sinus  recli  arcus  distãtite  à  sectione  ueruali  aut  an- 
tumali,  ad  sinum  rectum  declinationis,  sicut  ratio  sinus  recti 
arcus  distãtire  à  sectione  uernali  aut  autremali,  ad  sinum  rectum 
declinationis  eiusdem  puncti. 

Prop.  in  —  Instrumentu  quoddam  construere,  ad  observa- 
tionis  astrorum  ualde  opportunum,  quo  uidelicet  coru  eleua- 
tiones  examussin  deprehendi  possin. 

Prop.  iv  —  Per  meridianu  solis  altitudine,  eleuatione  soli 
supra  horizõte  loci  iu  quo  sit  obseruatio,  latitudine  ue  regionis 
inuenire. 

Prop.  v  —  Ex  data  loci  latitudine  altitudine  ue  poli  supra 
horizõte,  astri  meridianum  possidentis  declinationem  deprehen- 
dere. 

Prop.  vi  —  Ex  longitudine  latitudine  q ;  stelledatis,  eius  de- 
clinationem Cx  uicissim  ex  latitudine  atq ;  declinatione  eius  lõgi- 
tudinê. 

Prop.  Vil  —  Dierum  ac  noctirum,  Cx  crepusculorum  magnitu- 
dines,  in  quouis  horizõte  obliquo,  breuissimo  calculo  computare. 

Prop.  VIII  —  Sicut  sinus  rectus  complementi  declinationis 
pucti  dali,  ab  siníi  reclu  altitudinis  meridiane,  ita  quadratum 
sinus  totius  ad  id  quod  sub  sinu  recto  altitudinis  equatoris  & 
sinu  verso  arcus  semi  diurni  continetur  rectangulum. 

Prop.  ix  —  Sole  obtincte  aBquinoctialia  puncta,  in  horizonte 
obliquo  crepusculi  longitudinem  computare. 


(')  Cette  dédicace  (foi.  1  à  foi.  3)  a  1'épi^raphe  suivante:  Ad  perquam 
sublimem  et  potentissimvm  lusitaniai  regem  Joannem  III.  Aphricum,  Aethio- 
picum,  Arabicum,  Persicum,  Indicu,  in  ojíus  de  Crepvsculo  Pethi  Nonii,  Geo- 
graphic,  pree  fatio. 

Èlle  se  termine  ainsi :  Olyssipone.  Anno  ab  orbe  rtdempto.  M.  II.  xli. 
Decimo  quinto  Cal.  nouemhn  (ou  soit  le  17  novembre). 
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pr0p,  x  —  In  locis  sub  requatore  circulo  positis  crepusculi 
longitudinê  metiri. 

Prop.  XI  —  Areu  stelle  semidiurnu  &  eius  distantiã  a  meri- 
diano in  uenire.  Sinusenim  rectus  altitudinis  meridiano  cuiu 
suis  stelleseruationis,  quã  sinus  uersus  arcus  senii-diurni  eiusde 
stelle  ad  excessum  quo  ipse  superat  sinu  versum  distãtic  à  me- 
ridiano. 

Prop.  xii  —  Proportio  diííeretiç  sinuu  rectorum  altitudinis 
meridianç  solis  aut  stelle,  &  eius  quam  babet  tempore  obser- 
vationis,  ad  sinum  uersum  arcus  distantiç  à  meridiano,  est  sicut 
proportio  rectanguli  contentisubs  sinibus  reetis  cõplemêri  de- 
clinationis  eiusdem  stelle  &  complementi  altitudinis  poli,  ad 
quadra  tu  m  sinus  totius. 

Prop.  XIII --In  ho  riso  te  recto,  sicut.  sinus  rectus  altitudinis 
meridianç,  complementi  ue  declinationis  solis  aut  stelle,  ad 
sinu  rectu  altitudinis,  quã  babet  tepore  observa tionis :  ita  sinus 
totus  ad   sinu   rectu  arcus  complementi  distantiç   à   meridiano. 

Prop.  xiv  —  Ex  altitudide  solis  aut  stellse  cognitae  supre  ho- 
rizontem,  horam  dici  íequale  elicere:  &  urcissim  ev  hora  co- 
gnita  altiludinem  solis  aut  stellae  indagare. 

Prop.  xv — Longitudinem  Crepusculi  indagare. 

Prop.  xvi  —  Ex  da  longitudine  crepusculi  distantiam  solis  ab 
horisonte  elicere. 

Prop.  xvii  —  Rationem  augmenti  &  decrementi  crepusculorum 
aperire. 

Prop.  xviu  —  Summam  vaporem  eleuationem  motiri. 

Prop.  xiv  —  Ex  data  montis  altitudinis,  are  um  circuli  uerti- 
calis  inuerire,  (pio  prius  solem  propiciunt  qui  in  môtis  cacumina 
habitant,  (piam  quid  ad  sius  radices:  prseterea  temporis  inter- 
uallum  inter  ipsus  solis  exortus  deprehendere. 

PEDRO  NUNES  enseigne  d'abord  (Prop.  i  et  n),  à  trouver  la 
déclinaison  pai'  la  longitude  et  la  latitude,  et  réciproquement 
(Prop.  iv  à  vi)  de  la  latitude  et  de  la  déclinaison,  il  tire  la  lon- 
gitude et  Pascension  droite. 

II  )  emploie  la  projection  ortbographique,  parce  que,  nous 
dit-il,  1'opération  a  imite  la  simplicité  convenable,  et  les  cons- 
Iructions  sont  elegantes.  Mais,  d'après  DeláMBRE,  ses  construc- 
Lions  sonl  obscures,  ses  démonstrations  assommantes  et  condui- 
raienl  i»;!)-  une  route  difficile  aux  formules  analytiques  que 
donne  iramédiatemenl  le  tnangle  sphérique. 

II  <si  vrai  que  PEDRO  NUNES  ne  connaissant  pas  les  tangentes 
el  n'employanl  que  des  sinus,  il  esl  na  tu  rei  que  ses  démons- 
trations soienl  plus  longues  et  ses  opera tions  plus  pénibles, 
mais  il  esl  juste  <!<•  rendre  h  Pedro  Nunes  les  formules  qu'il  a 
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trouvées  le  premier.  Enfin,  il  est  obligé  de  passer  par  la  décli- 
naison  pour  arriver  à  1'ascension  droite,  et  par  la  latitude  pour 
arriver  a  la  longitude. 

Dans  la  Prop.  in  (foi.  17  v°  à  foi.  19  v°),  Pedro  NUNES  in- 
dique 1'ingénieuse  disposilion  qu'il  imagina  pour  évaluer  les 
três  petites  divisions  des  instrmnents  astronomiqaes,  et  qui  a 
pris  son  nom.  Cette  invention  rendant  son  nom  célebre,  en 
mème  temps  quelle  la  popularisé,  nous  eroyons  devoir  ex- 
poser  ei-dessous,  en  résumé,  1'état  de  la  question  du  nonius. 

Dans  la  Prop.  vil  et  suivantes,  PEDBO  NCNES  s'occupe  des 
crépuscules,  quil  determine  encore  par  la  mème  projeelion 
orthographique.  Dela.mbre  (*)  a  fait  une  savante  critique  à  cette 
partie  de  1'ouvrage  de  Pedro  Nines. 

Dans  la  Prop.  XV  (foi.  43  r°  ;i  foi.  43  v°),  Pedro  NUNES  in- 
dique le  procede  pour  déterminer  la  durée  du  crépuscule  du 
soir  ou  du  matin.  Ce  procede  consiste  à  observer  la  hauteur 
d'une  étoile,  dont  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  sont  con- 
nues,  au  moment  que  Pon  choisit  pour  limite  du  crépuscule,  et 
avec  la  hauteur  observée  évaluer  son  angle  boraire.  La  difíe- 
rence  des  ascensions  droites  du  soleil  et  de  Pétoile,  auginentée 
de  langle  horaire  observe,  diminuée  du  demi-arc  diurne  du 
soleil,  est  la  durée  du  crépuscule. 

Pedro  Nunes  presente  comme  exemple  de  calcul  la  durée 
du  crépuscule  du  soir  du  1  october  154  1  ("2). 

II  traite  ensuite  (Prop.  XVJI,  foi.  50  v°  a  foi.  52  v°)  du  pro- 
blème  du  moindre  crépuscule,  problème  que  Jacques  Ber- 
NOUILLI  avoua  lui  avoir  échappé  pendant  íjuelque  temps  (3). 
Pedro  Nunes  le  résolut,  quoique  d'une  manière  moins  elegante 
(pie   Bernoulli,    mais    la    difficulté   était    telle,    que   n 'importe 


(M  Histoire  de  Vastronomie  du  moyen  age,  Paris,  IS  li),  t.  n,  pp.  407-427. 

(2)  M  le  colonel  Esteves  Pereira  a  reproduit  cette  Prop.  xv  dans  la 
Revista  de  engenharia  militar,  Lisboa,  t.  xvn,  1 1)  12,  pp.  282-290,  expliquant 
ensuite  comment  Pedho  Nunes  a  calcule  la  durée  du  crépuscule. 

(3)  J.  Beenoulli  dans  son  Opera  omitia,  Lausanse  &  Geneva?,  1742,  t.  i, 
p.  64,  transcrit  la  lettre  buí  vante  de  ce  géomètre,  insirée  au  Journal  des 
Sauants,  1G23,  p.  25  (édition  de  Paris)  et  p.  39  édition  de  THollande): 
«J'ai  résolu  le  problème  de  trouvcr  géométriquement  le  jour  du  plus  petit 
crépuscule,  ce  qui  a  occupé  mon  Frrre,  professeur  de  mathématique  à 
]>âle  &  moi,  depuis  plus  de  cinq  ans,  sans  en  pouvoir  venir  à  bout.  Ce 
Problème  est  d'autant  plus  curieux,  que  je  demeurc  par  ma  méthode  de 
maximis  &  minvnis  (qui  est  pourtant  une  des  plus  courtcs)  dans  un  calcul 
prolixe  &  embarrasse,  qui  se  laisse  à  la  fiti  réduirc  à  une  petite  équation 
quarrée,  etc.» 
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quelle  solution  devait  lui  faire  honneur.  La  critique  de  la  solu- 
tion  de  NUNES  se  trouve  faite  par  Delambre  ('). 

A  la  suite  de  la  2e  partie  du  Trailê  des  crépuscules  vient 
(foi.  64  v°  à  foi.  73  r°)  1'opuscule  intitule:  ALLACEM  Jrabis  ve- 
tuslissimi,  de  causis  crepusculorum  líber  unus,  a  GERARDO  Gre- 
moxensi  iam  oiim  lalinitale  dona/us,  et  per  eundem  Petrum 
NONIUM  denus  recognitus. 

Cest  une  traduction  corrigée  de  1'ouvrage  fort  court,  autre- 
fois  traduit  de  1'arabe  Aliiazex  par  GÉRARD  de  CrÉmone. 
Dans  cet  écrit,  qui  est  de  beaucoup  plus  ancien,  on  voit  que 
le  crépuscule  du  soir  est  le  mènie  que  celui  du  matin  et  rou- 
geâtre  le  soir,  que  les  étoites  sont  éclairées  par  le  soleil.  II 
suppose  1'abaissement  crépusculaire  de  19°. 

Le  reste  ressemble  fort  aux  derniers  chapitres  de  Pedro 
NUNES,  qui  parait  lui  avoir  empruntés  quelques  figures  pour 
ce  qui  concerne  la  hauteur  de  ratbmosphère. 

Get  opuscule  était  si  altere  que  Pedro  NONES  fut  obligé  de 
le  remanier,  ce  qui  lui  donna,  dit-il,  plus  de  travail  qu'à  faire 
son  livre  De  Crepusculis  (2). 

23.  Pedro  Nunes  dit  dans  la  Propositunn  qu'en  décrivant 
sur  le  plan  de  1'astrolabe  44  circonférences  concentriques  avec 
le  cercle  divise,  et  divisant  le  quadrant  de  ia  plus  écartée  en 
89  parties  égales,  le  suivant  en  88  parties,  1'iinmédiat  en  87 
et  ainsi  de  suite,  jusqua  arriver  à  celui  de  la  plus  proche  du 
centre,  divise  en  46  parties  égales,  une  fois  que  1'alidade  de 
1'instrunient  coincide  sensiblement  avec  une  division  queleonque 
de  quelquun  de  ces  quadrants,  il  était  aisé  de  connaitre  le 
Dorabre  de  degrés,  de  minutes  et  de  secondes  qui  lui  répon- 
drait  sur  la  circonférence  extérieure,  si  celle-ci  pouvait  ètre 
divisée  en  si  petites  divisions  (3). 


(')  Loc.  cit.,  pp.  414-426. 

Pai  i.  Si.KKir  dans  son  petit  livre  :  Des  méthochs  en  géométrie  (Paris,  1865, 
DD.  106-108)  fait  aussi,  en  resume,  Texposé  de  la  solution  donnée  par  Pedro 

Ni  n. 

(2)  dAâiumzi  vetustissimi  arabis  Allacen  opusculum  quoddam  à  Ge- 
ráboo  Cremohsnbi  iam  olim  in  latinam  tranylatum,  in  quo  crepusculorum 
caasse  examussim  examinantur.  Sed  id  adeo  depravatum  &  mendis  cor- 
ruptuni  inveneram,  ut  plus  in  alieno  códice  castigando,  quam  meo  de  in- 
t'  çro  endando  Budaverim.»  (Pr.-face  de  l'ouvragc  De  Crcpusculis). 

il)  ( V  lystème,  essayé  par  Tycho-Bbahb,  figure  dans  son  Quadrant, 
lequel  on  trouve  n-produit  dans  1'ouvrage  du  colonel  Laussedat:  Becher- 
c/ies  s>n-  la  instrumento,  les  mrlhodes  et  le  dessin  topographiques,  Paris,  1898, 
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Supposant,  en  eflet,  qu'on  a  observe  uu  astre  dans  la  direc- 
tion  d'un  rayon  AC,  nous  aurions  pour  connaitre  1'angle  BCA, 

de  vérifier  d'abord  si  1  are  BG  comprenait  un  nonibre  exaet 
de  degrés,  et  dès  que  ceei  n'aurait  pas  lieu,  il  faudrail  voir  sur 
quelle  circonférence  intérieure  1  alidade  eoincidait  avec  1'une 
des  divisions  tracées. 

Supposotis  que  c'est  sur  la  circonférence  dont  un  quadratit 
est  divise  en  82  parties  et  que  la  23c  division  est  touchée  par 
1'alidade-,  1'are  cherché  x  serait  donc 


93 
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II  est  aisé  de  comprendre  que  la  division  de  45  circonfé- 
renees  concentriques  en  diííérentes  parties  égales  non  seule- 
ment  était  três  compliquée,  mais  elle  était  soumise  à  des  erreurs 
d'une  vérifieation  diffieile. 

Breusing,  de  Brème,  dans  un  article  insere  à  YAstronomische 
Nachrichten  (Kiel,  n.°  2289,  vol.  96,  1879,  pp.  130-134),  qui  a 
été  traduit  par  feu  1'amiral  F.  A.  Oom,  et  transcrit  dans  le 
Jornal  de  sciencias  mathematicas  e  astronómicas  (Coímbre,  vol.  Ill, 
1881,  pp.  73-81),  mentionne  que  dans  le  Geschichle  der  Malhe- 
matik,  de  Kastner  (Gottingen,  1799,  t.  in,  p-  353)  on  trouve 
18  paragraplies  sur  les  méthodes  de  mesurer  des  petites  frac- 
tions.  Dans  le  §  4  il  fait  mention  de  la  division  de  Nonius  en 
quadrants  concentriques  dont  1'extérieur  a  90  parties,  le  sui- 
vant  89,  ete.  Les  §§  5,  6,  7,  8  ont  trait  à  la  division  de  m  par- 
ties em  m+  1  dans  une  échelle  auxiliaire,  et  il  cite  trois  livres 
qui  indiquent  ceei,  savoir :  PlERRE  VERNIER;  La  construclion, 
Vusage  cl  les  propritles  du  quadrant  nouveau  de  mat/u ma  tique,  ete., 
Bruxelles,  1631:  Bkned.  HedracUs:  Nova  et  aceurata  astrolabh 
geomelrici  struclura,  ete,  Lugdvni,  Batavorum  (Leyde),  1643; 
Ger.  a.  GUTSCHOVEN  :  Usus  quadranlis  geometrici  struetura,  ete, 
Bruxellíe,   1674. 

Ces  deux  derniers  ouvrages  ne  citent  pas  Vernier,  qui  a  été 
completement  oublié  jusqu'au  moment   ou   Lalandk  dans  son 
Aslronomie,   (Paris,   tome  II,   1792,  n°  231 1),   le  mentionne,   fai 
sant  alusion  à   un  mémoire  de  Pezenas  dans  les   Mtmoires  re- 
diges à  rObservatoire  de  Marseille,   1755. 

Kastner  met  en  doute  1'invention  de  Clavius,  mais  il  s'est 
t rompe,  car  le  fait  est  bien  prouve,  d'après  deux  passages 
qu'on  lit  dans  ChiíISTOPHORI  Clavii  Bambergeinhy  Operum  ma- 
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themalicorum,  Moguntiae,  1  (5 1  1 ,  vol.  n,  p.  5.  (Geometria  pratica)^) 
et  vol.  m,  p.  10  (Aslrolabium) (2).  Lalande  dit  (toe.  cil.,  p.  595): 
«La  division  qui  est  aujourd'hui  la  plus  employée  est  appelée 
dans  la  plupart  des  auteurs  «division  de  Nonius»,  quoique  No- 
nius  n'en  soit  pas  1'auteur;  mais  il  en  avait  imagine  une  qui  eut 
beaucoup  de  eélébrilé  et  qui  pouvait  conduire  à  celle  que  nous 
avons  aujourd'hui.» 


(l)  «In  regula  recta;  ducantur  eseque  in  100  partículas  Eequales  distri- 
buantur,  vel  in  1:000  si  longiores  sint.  Ita  inqualibet  recta  quot  vis  par- 
tes contesimae  aut  millesima?  abscindi  poterunt.  Imo  si  surnatur  linea  KLí 
centinens  11  particulas  ex  illis  100  vel  1000  dividaturque  in  10  partes 
«quales,  si  quidem  secta  sit  regula  in  100  partes  aequales,  poterunt  beni- 
ficio  rectae  KLX  continentis  11  particulas  ejusmodi  et  in  10  partes  aequales 
divisai,  ex  data  recta  qualibet  accipi  quotvis  millesima?  partes,  perinde  ac 
si  partes  singula3  centésimas  in  regula  sectng  essent  in  denas  particulas 
a -quales;  si  vero  regnla  in  1000  particulas  distribuía  sit  et  linea  KL  ta- 
lium  1 1  pai  tium  in  10  particulas  dissecta,  poterunt  ex  quavis  linea  recta 
preposita  partes,  quot  quis  voluerit,  millesiinaruni  decima)  auferri,  non 
secus  ac  singulae  partes  millesimaj  in  regula  distribuía?  essent  in  10  partes 
;i-quales 

Rursus  si  regula  contineat  100  partes  et  recta^quíepiam  MN  constans 
ex  101  ejusmodi  parriculis  distribuatur  in  100  partes,  poterimus  ex  data 
aecipere  partes  decimas  millesimaruin.  At  si  in  regula  notata?  sint  1000 
partes  et  linea  qua-piam  contieus  ejusmodi  partes  101  secetur  in  100  par- 
tes, deprehendi  poterunt  in  qualibet  recta  quoteunque  partes  centesimse 
millesimarum,  ac  si  partes  singulae  millesimse  in  regula  complecterentur 
partes  100.  Si  denique  linea  earum  partium  1:001  dividatur  in  1 :000  partes, 
eapiemus  in  quavis  recta  partes  millesimas  millesimarum,  perinde  ac  si 
partes  millesimse  singular  in  regula  partes  1:000  comprehenderent. » 

(2)  "Doceamus,  qua  ratione  geometrice  absciudendus  sit  arens,  in  quo 
praster  gradus  quoteunque  etiam  minuta  proposita  comprehendantur;  et 
vicissim,  quo  pecto  cogonoscendum,  quot  minuta  in  quavis  particula  unius 
gradua  contineantur. 

sCeterum  si  contenti  esse  velimus  único  quadrante  in  gradus  90  aceu- 
rate  distribuiu,  nimirum  quadrante  AB,  cujus  semidiameter  CD,  longe  ex- 
peditíus  in  eo  arcum  quodlibet  gradum  ac  minutorum  accipiemus,  si  inter- 
yallo  ejusdem  semidiametri  CD  arcus  describatur,  in  eoque  arcus  LM 
abscindatur  complectens  gradus  61  quadrantis  AB  atque  hic  arcus  LM  in 
60  partes  aequalea  distribuatur.  Una  harum  particularum  continebit  unum 
gradum  semel  et  insuper  partem  sexagesimam  unius  gradus,  hoc  est  unum 
minutum.  K.\  quo  iit,  ul  duae  particuía-  complectantur  duos  gradus  et  in- 
superduo  minuta  ;  três  particulas  três  gradus  et  tria minuta:  et  siedeinceps. 

nltaque  si  in  quadrante  AT»  eupiat  quis  particulam  unius  minuti,  trans- 
fere unam  arcus  particulam  LM  in  quadrantem,  initio  facto  a  puncto  A 
vel  a  quovie  gradu.  Nam  particula  ultra  unum  gradum  continebit  1  mi- 
nutum.  Eodeni  modo  si  dua  -particula-  transferantur,  complectetur  particula 
ultra  duos  gradus  2  minuta;  si  três  particula-  transferantur,  continebit  par- 
tícula ultra  tres  gradus  3  minuta:  si  53  particula-  transferantur.  com- 
prebendet  particula  ultra  53  gradus  ò'ô  minuta,  et  sic  deiuceps.» 
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Mais  ce  qu  il  devrait  dire,  selou  BRKUS1NG,  élail:  «Le  véri- 
lable  auteur  de  la  division  dans  son  élat  actuei  fut  Chkistophe 
Clavius  de  Bamberg ;  et  mettre  celte  division  sur  I 'alidade 
mobile,  c'est  une  idée  à  laquelle  personne  que  Vernier  ne 
peut  avoir  le  droit.i 

Beusing  conelut:  «Lequel  des  deux  a  plus  de  méritc  on  ne 
le  décidera  pas  ici.  Et  puisqu'il  est  probable  que  Clavius  fut 
mené  à  sa  division  de  61  parties  cti  60  par  le  fait  de  NONIUS 
avoir  divise  90  partes  en  89,  on  peut  conlinuer  eu  tout  cas  à 
conservei'  la  dénomination  Nonius.»  (*) 

De  tout  cela  il  resulte  qu'aucun  doute  ne  parait  pouvoir 
exister  de  ce  que  la  division  de  nonius  actuei  est  due  au  P. 
Clavius,  quoique  1'idée  de  1'adapler  à  1'alidade,  ou  à  une 
règle  mobile  apparlienne  de  droit  à  VEKNlKli,  ce  que  personne 
n'a  encore  conteste.  Et  ce  qui  n'admet  pas  de  doute,  non  plus, 
c'esl  que  pratiquement  l'appareil  dú  h  CLAViUS  et  à  VEKNitR 
et  celui  invente  par  P.  Nusíks  sont  lout-à  fait  différents  (-). 

La  seule  analogie,  mais  eelle-la  fondamcntale,  existanle  entre 
rinvention  da  savant  portugais,  et  la  disposition  aujourdbui 
vulgaire,  consiste  dans  la  justaposition  de  deux  ares  de  mème 
amplitude,  l'un  partagé  en  lin  certain  nombre  de  parties  égales 
et  1'autre  en  le  mème  nombre  de  parties  moins  une. 

On  doit,  donc,  conlinuer  a  employer  la  désignation  de  no- 
nius non  parce  que  Tappareil  actuei  doive  sa  forme  a  PttDRO 
Nunes,  mais  (com me  nous  l'a  suggeré  notre  savant  eollègue 
Mi  le  commandant  F.  Oom),  dans  un  seus  tout  simplement  ho- 
norifique, analogue  à  celui  qui  a  fait  adopter  les  mots  ohm, 
ampere,  watt,  et  d'autres  d'un  usage  courant,  puisqu'il  est  in- 
contestable  que  la  première  tenta  tive  pour  aprécier  sur  un  are 
divise  des  fractions  des  moindres  divisions,  idée  qui  est  encore 
la  base  du  svsième  actuei,  est  due  a  Pedro  Nunes  (3). 


(>)  Wcr  von  Beiden  (Clavius  ou  Vernier)  das  grõsscre  Verdienst  hat, 
soll  hier  niclit  entschieden  werden.  Und  wenn  es  nicht  unwahrscheinlich 
ist,  dass  Clavius  dadurch,  dass  Nonius  90  Thcile  in  89  gethcilt  hat,  zur 
Tlieilmig  von  Gl  Theilen  in  00  angeregt  ist,  so  mag  raan  immerhin  die 
Bcnonnung  Nonius  beibehalten.» 

(?)  «So  called  vernier  after  its  inventor  Peter  Yernier,  of  Frauce,  who 
lived  abent  1G30.  By  same  it  is  oalled  a  nonius,  after  the  portuguese 
Nunez  ou  Nonius;  but  the  invention  of  the  latter  (who  died  in  1577)  was 
quite  different.»  (Chauvenet,  iSpherical  and  praticai  astronomy,  Philadel- 
phia.  t.  ii,  1864,  p.  30). 

(3)  «Gleichwoht  hat  hie  Nachwolt  deu  Namen  der  Nonius  mit  den  go- 
nanen  Weirkelmessungen  werkeiiipft  weleh  nicht  nach  aeinem  gedanken 
zur  Ausfuhaung  kamen»  (Moritz  Cantor,  Yorlesungen  uber  Geschichte  der 
Mathematik,  Leipzig,  t.  u,  1892,  pp.  357-358). 
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Treise  années  sont  déja  écoulées  que  nous  avons  émis  la  pre- 
mière  (bis  cette  proposition  (•),  plus  lard  reprnduile  darís  notre 
ouvrage:  Les  malhéma tiques  en  Portugal  (2e  édition,  Coimbre, 
1909,  p.  19). 

Cet  idée  a  eu  1'honneur  d'ètre  discutée  à  plusieurs  reprises, 
et  nous  constatons  avec  bonheur  que,  en  dernière  analyse,  les 
critiques  se  rangent  à  eet  avis,  et  la  trouvent  fondée,  ou  du 
moins  aeceptable. 

Qu'il  nous  soit  perinis  de  résuiner  ici  les  eonclusions  de 
cette  discussion. 

24.  Une  des  premières  opinions  exprimées  sur  ce  sujet  a  été 
celle  de  M.  liOSMANS  dans  sou  compte-rendu  sur  notre  ouvrage 
Les  mathímatiuues  en  Pui  I  ti  gol  (-),  od,  après  avoir  transcrit  notre 
proposition  ci-dessus  reproduile,  il  dit:  «Presentée  en  ces  teimes 
la  proposition  de  M.  GUIMARÃES  est  parfaittmenl  aeceptable.  Elle 
me  laisse  néammoins  assez  sceptique...  «Pendant  longtemps 
encore  1'instrument  continuera  h  porter  deux  noms,  et  mème 
trois,  car  il  ne  faut  pas  oublier  certains  alleinands  qui  1'appel- 
lent  un  clavius.v 

M.  le  professeur  von  IlAMMER,  de  1'Ècole  Teehniquc  de  Stut- 
tgai  t,  publiant,  a  peu  prés  vers  la  mème  époque,  un  article  sur 
Pedro  Nunes  (3),  ne  manque  pas  non  plus  d'approuver  1'idée, 
mais  il  soulève  robjection  de  la  vraie  priorité  de  Nunes.  Voici 
comment  il  envisage  la  question(4): 

«Les  choses  sont  donc  sur  ce  pied  :  ce  que  nous  appelons 
en  allemand  un  aNonius»  ne  revient  pas  à  Nunes,  mais  c'est 
une  découverte  de  Vernier  environ  100  ans  postérieure. 

«On  peut  attribuer  h  Vernier  Pinvention  de  laccessoire  le 
])lus  répandu  pour  lire  les  écbelles  ayant  des  divisions  équidis- 
tantes,  quoique  déjli  quelques  décades  avant  lui  cette  idée  ait 
été  en  partie  connue  par  Clavius  et  d'autres.  Aussi  dans 
presque  toutes  les  autres  langues,  mème  en  anglais  (5),  notre 
(Noniusi  s'appelle  couramment  «Vernier».  Les  portugais  tien- 
nent  ;i  ce  que  cet  usage  de  la  langue  allemande  soit  non-seule- 
ment   conserve-,    mais   encore   autant   que   possible   imite    dans 


(1)   O  Instituto,  ÍJe  serie,  t.  xl\tii,  1901,  p.  401. 

!')   lxi-me  des  qurstio?is  seientifiaues,  Bruxelles,  3e  serie,  t.  xvin,  1910, 
pp.  051(153. 

(3)  Zcitêchrift  fur  Vermessungswcsen,  Stuttgart,  3e  serie,  t.  xxxvm,  1909, 
pp.  177-1M. 

(4)  Nous  nous  perniettons  de  souligner  les  passages  les  plus  importants. 

(5)  Pas  chez  les  américains  (R.  G.). 
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dautres  pays;  le  biographe  de  Nunes  cite  plus  haut,  GuiMA- 
kaes,  appuie  ce  désir,  d'après  1  idée  de  son  collègue  et  compa- 
triote  F.  Oom,  sur  le  ia i t  que  Pon  doit  a  Nunes  de  eonserver 
son  iioin  dans  1'appareil  difFérentiel  de  lecture  employé  depuis 
environ  300  ans,  de  inème  qu'en  ma  théma  tiques  purés  on  parle 
(('une  Hessiene,  ou  dans  1'elcctroiechnie  de  Ohm,  Wall,  Ampere. 
Car  Nunes  aurait  été  le  premier  à  imaginei'  une  disposition 
quelconque  par  laquelle  on  put  augmenter  Texactitude  de  la 
lecture  des  cercles  divises,  et  Pidée  fondanientale  de  CLAVIUS 
ou  de  Veunier  serait  toujours  dérivée  de  la  science:  c'est  tou- 
jours  comparer  avec  les  divisions  de  1'arc  à  lire,  des  divisions 
d'une  longueur  diílérente. 

«On  peut  en  eflet  reconnaitrc  cette  affinité  jusqu'à  un  cer- 
tain  point,  et  par  conséquent  approuver  qu'on  maintienne  cette 
dénoinination  nonius,  d'ailleurs  bien  établie  chez  nous,  pour  un 
motif  honorifique,  si  pourlant  il  est  bien  prouve  qu'à  NUNE.s 
revienne  la  priorité  de  1'idée.  Mais  c'est  justement  cela  qu'on 
ne  peut  pas  librement  affinner,  il  parait,  bien  au  conlraire, 
que  Pidée  des  transversales  peut  se  relrouver  en  Állemagne  en- 
core avant  NONIUS :  le  déjà  cite  ScULTETUs  dit  justement  (Gno- 
monice,  en  tout  cas  seulement  de  Gorlitz,  1572)  qu'en  «honneur 
et  souvenir»  de  PukbaCH  et  de  RegiomOxNTAN,  qui  «avaient  en 
usage  depuis  longteinps»  les  transversales,  il  veut  «décrire  ici 
cet  artífice». 

«Sur  quoi  Scultetus  fonde  son  opinion,  il  ne  le  dit  pas,  en 
verité;  sur  les  instruments  de  Pukbach  et  de  Regiomontan, 
destines  dans  les  Scripla  de  ce  dernier,  on  ne  trouve  pas  de 
transversales. 

GllRlSTOPHE  PiiHLER  qui  étudiait  r  Vienne  vers  1520,  décri- 
vant  minulieusement  la  division  en  transversales  dans  sa  Geo- 
metrie  (publiée  seulement  en  1503),  ne  dit  pas  qu'elle  eut  été 
connue  à  Vienne  depuis  des  dizaines  d'années  (comine  on  pour- 
rait  déduire  de  la  citation  de  Wolf). 

«11  en  est  de  mème,  que  je  sache,  avec  toutes  les  autres 
sources,  de  sorte  que  je  ne  puis  pas  encore  avef,  surelé  répondre 
aínrmativcment  à  la  question :  la  division  en  transversales  se 
trouvait-elle  en  fait  appliquée  à  un  ccrcle  divise  avant  1542,  ou 
parut  l'idée  de  Nunes?  Mais  je  tiens  pour  probable  que  oui. 

«Si  on  arrive  à  pouvoir  répondre  oui  à  cette  question,  nous 
ferions  mieux,  malgré  notre  usage  de  tant  dannées,  de  dé- 
baptiser  notre  «nonius»  pour  en  faire  un  «vernicr»,  d'accord 
avec  presque  toutes  les  autres  langues,  puisque  la  division  en 
transversales  est  beaucoup  prélérable  aux  quadrants  auxiliaires 
de  Noníus;  si  au  coiUraire  cette  question  peut  èlre  niée  súre- 


164 


ment,  nous  pourrons  conserver  notre  «nonius»,  bien  que  le 
mot  ne  doive  pas  ètre  pris  h  la  lettre.» 

Or  il  est  évident  d'après  cet  étude  du  Prof.  von  Hammer 
que  jusqu'ici  la  priorité  de  INunes  est  absolument  ineontestable, 
car  les  transversales  (dont,  com  me  nous  le  verrons  plus  loin, 
1'invenleur  est  inconnu)  toul  en  ayant  joui  d'une  grande  vogue 
pratique,  n'ont  rien  de  comimm  avec  le  príncipe  fondamenlal 
qui  est  la  base  du  nonius  et  qui  est  dú  à  1'itivention  de  Pedro 
Nunes;  savoir:  la  division  de  deux  ares  égaux  en  un  nombre 
diflerent  de  parties  m  et  m-\-\.  Sa  priorité  sur  ce  point  ne 
peut  ètre  mise  en  eause:  elle  est  prouvée. 

Larticle  si  sérieux  et  documente  du  Prof.  von  Hammer,  dont 
nous  venous  de  parler,  a  été  analise  par  M.  Bosmans  ègale- 
ment  (J).  II  y  considere  1'affirniation  de  SCULTEIUS,  cbez  le- 
quel  il  na  pas  non  plus  trouvé  la  moindre  preuve  de  ce  dire 
sur  1'invention  de  Pukbach  et  de  Kegiomontan.  Voici  ce  qu'il 
ajoute:  «Le  procede  PurbaCH-RiíGIOmontan  est  encore  au- 
jourd  bui,  beaucoup  en  usage.  Cest  notre  tc/telle  des  transver- 
sales, ou  si  on  le  prefere  Yéchelle  diagonale  des  anglais,  Tycho- 
BRAHE  s'en  servait  couremment  et  lui  dut  le  grand  degré  de 
précision  qu'il  a  atteint  dans  ces  mesures  angulaires.  Etant 
éludiant  ;i  Leipzig,  TYCHO  en  avait  eu  connaissance  par  l'un  de 
ses  professeurs  du  num  de  Homelius.  Mais  ce  dernier,  ajoute  le 
colonel  Laussedat  auquel  j'emprunte  ce  renseignement,  «ne 
savait  peut  ètre  pas  lui-mème  qui  en  éiail  l'auteur».  Une  re- 
marque curieuse  et  assez  inatlendue.  Comparant  )e  procede 
I*urbach-Regiomontan  \\  celui  de  Nonius,  Scultktds  s'ex- 
prime  en  termes  rappelant  spontanément  \\  la  mémoire  ceux 
dom  se  sen  M.  Guimarães  lui  mème  pour  comparer  les  pro- 
cédés  .Nonius  et  Vernier. 

II  n  hesite  ]>as  à  proclamei*  hautemenl  la  suptriorilt  du  procede 
NONIUS.  «11  convienl  cependant  de  remémorer  celui  de  Purbach 
el  Regiomontan,  dit-il,  de  crainte  qu'il  ne  tombe  pas  dans 
Poubli  cl  pour  honorer  le  souvenir  d'hommes  aussi  il  lustres 
que  Georges  Purbach  et  .Iean  Regiomontan. d 

I  n  renseignement  dú  à  M.  Curtzk,  professeur  n  Thorn,  sur 
|'inventeur  de  1'échellc  des  transversales  se  trouve  dans  la  Bi- 
bliolheca  Mathematica  (Stockbolm,  3o  série,  t.  11,  p.  145)  Tycho 
connul  \v  procede  direclement  par  Scultetus,  èlève  d  Homme- 
L1US,  qui  1'attribue  à  PURBACH  et  ;t  HégiuíMONTAN.  Ces  ouvrages 


d   Hevuf.  <h:s  Qnestiom  seieniifiques.  Bruxelles,  3e  serie.  t.  xviii,  1910, 
pp.  651-653. 
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de  RÉGIOMONTAN  et  de  Pukhach  seraient  aujourd'hui  perdus; 
mais  eux-mèmes  ne  seraient  pas  les  créateurs  du  procede.  On 
le  troure  deja  dans  le  traité  Leo  de  Balneolis  hrahe/ita.  De  Si- 
nibus,  chorais  et  arcubus  de  LEVI  biíN  Gerson,  auteur  du  xive 
siècle,  Traité  qui  a  été  publié  par  M.  CURTZE  dans  la  Biblio- 
theca  Malhematica,  Stockholm,  2e  série,  t.  xn,  1808,  pp.  97-1  12. 

Mais  toutes  ees  queslions  sont  tranchées  d' une  manière,  \\  ee 
qu'il  parait,  décisive,  par  la  laborieuse  elude,  publiée  (*)  sur 
ce  sujet,  par  M.  Liinus,  assistant  a  1'École  superieure  agricole 
de  Rerlin,  et  topographe  du  gouvernenient  allemand. 

Ayant  eu  recours  à  tons  les  documents  originaux,  il  établit 
súrement  le  fait  que  les  transversales  se  trouvent  pour  la  pre- 
mière  fois  décrites  dans  deux  manuscrits  des  Bibliothèques  de 
Vienne  et  de  Paris,  qui  sont  la  traduetion  latine  oíTerte  au  pape 
Glement  VI  cn  I3Í2.  par  Petrus  de  Alexandria  d'un  ouvragé 
antérieur  hebreu  de  LÉVI  BKN  Gkkson  (Leo  de  Balneolis  Israelita) 
cite  par  M.  Gurtze  comine  il  vient  d'èlre  dit(2)  et  déjà  inentionné 
par  MM.  GiiNTHER  et  SteinsCHNEIDer  dans  le  mème  recueilí3). 

Ces  manuscrits  latins  (du  inoins  celui  de  Vienne  examine  par 
M.  LiillRS)  décrivent  et  représentent  en  dessin  une  division  en 
transversales  sur  un  ccbâton  de  Jacob»,  mais  à  ce  qu'il  parait 
ils  ne  le  donnent  pas  comine  une  invenlion  de  1'auteur. 

Púhter,  déjà  cite,  altribue  cette  invention  h  PtolÉMÉe,  ce 
qui  prouve  que  de  son  temps  ect  artífice  passait  déjà  pour  fort 
ancien,  et  par  conséquent  il  n'a  pas  pu  provenir  de  Purbach 
ou  de  IiÉGiOMONTAN,  comine  le  pen&e  SCULTÈTUS. 

Dans  cette  elude  Ires  complete,  on  trouve  plus  dune  fois 
1'affirmation  de  la  priorité  de  1'idée  de  Pedro  Nunes,  ayant 
servi  de  base  à  tons  les  dcveloppements  suecessifs  ultérieurs  et 
que  cette  métbode  paraissant  tliéoriquement  pleine  d'avenir,  ne 
pouvait  pas  disparaitre,  mais  bien  susciter,  au  contraire,  des 
développements  en  le  completant.  EnRn  il  termine  par  le  pas- 
sage  suivant,  ou  nous  soulignons  aussi  les  mots  les  plus  impor- 
tante au  sujet. 

«L'instrumcnt  auxiliaire  pour  la  leclure  dans  sa  forme  défi- 
nitive,  ne  peut  pas  èlre  pris  pour  1'ouvrage  dun  seul  savant, 
ainsi  que  lindique  I  histoire  de  son  évoluliou.  Si  on  lui  donne 
le  nom  d'un  des  collaboraleurs,  pour  un  inolif  honorifique,  on 
pratique  envers  les  autres  une  injuste  exclusion. 


(1)  Zezt8chriflfur  Vermesmngswesenj  Stuttgart,  3fl  serie,  t.  xxxix,  1910, 
pp.  1 7 7  - 1 1)  1 ,  '2ÕU -223,  24 1  -  25 1. 

(2)  Bibliotheca  Malhematica,  Stockolm,  li1'  sério,  t.  xu,  1898,  pp.  97-112, 
(3j  1885,  p.  137;  1890,  pp.  73  et  107;  1897,  p.  103. 
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«Ce  dispositif  ne  peul  porter  d'un  plcin  droil,  ni  le  nom  de 
«nonius»  ni  celui  de  avernier»,  comine  on  dit  aujourd'bui.  On 
ne  peut  done  ètre  surprís,  ni  de  la  defense  passionée  de  Pune 
ou  de  1'aulre  dénomination,  ou  mème  de  la  préférence  donnée 
reeemment  au  nom  «vernier»,  lant  qu'on  ne  B*eflbrce  pas  de 
reehercher  le  déyeloppemcnt  snccessif  de  Yidee  fondamentale  de 
Nunes,  le  licn  entre  les  divers  inventeurs.  Cest  pour  cela 
que  les  expressions  de  R.  WoLF  (Handluch  der  Jstronomie,  II, 
1,  Zurich,  1892,  G.  35,  339  b)  ne  vont  pas  au  but:  «Quoiquc 
lidée  fondamentale  de  Vernier  fut  appareníée  à  celle  de  No- 
nius, ce  n'est  pourlant  pas  permis,  évidemment,  de  trouyer 
dans  la  proposilion  nullement  pratique  de  eclui-ci,  une  raison 
pour  donner  le  nom  de  «nonfus»  \\  1'arc  auxiliaire  si  utile  de 
celui-là,  alors  que  le  nom  de  «vernier»  lui  va  bien,  et  en  tout 
cas  pourrait  encore  mieux  se  changer  en  «clavius».  Dans  ce 
jugemcnl  on  ne  considere  ni  comment  le  système  de  Clavius 
est  resulte  de  la  découverte  de  Nunes,  ni  que  Vernier  avait 
déja  trouvé  chez  ClavíUS  1'arc  auxiliaire  divise.  Mais  ies  bio- 
grapbes  de  Nunes,  F.  Oom  et  Guimarães,  n'ont  pas  non  plus 
raison  eu  voulant  justifier  la  dénomination  «nonius»  parce  que 
de  Nunes  provient  le  premiei"  lidée  d'augmenter  par  un  moveu 
auxiliaire  1'exactilude  de  la  lecture  des  cercles  divises,  et  1'idée 
fondamentale  de  Clavius  ou  de  Vernier  soit  dérivée  de  la 
science  (Yo\.  Hammer:  «Pedro  Nunes»,  Zeitchr.  f.  Vermesmugsw, 
1909,  p.  185).  Pour  ètre  juste  envers  tous  les  faits,  on  devrait 
dire  a  peu  prés:  L'invention  de  Nunes  contenail  en  soi  1'idie 
fondamentale  de  determinei'  directement,  par  des  coíncidances 
de  traits,  les  fractions  impossibles  à  representer  comme  difle- 
rences.  Le  système  primitif  avait  cependant  plus  de  valeur  en 
théorie  qu'en  pratique,  mais  il  se  montra  fécond  et  oblient  des 
perfectionnements  de  Curtius  et  de  Clavius.  La  découverte 
fut  menée  à  bout  par  VerniKK,  et  peu  a  prés,  dunc  manière 
indépendante,  parait-il,  par  Hedracus,  en  appliquant  avee 
habilite  la  division  trouvée  precedem ment.  Cest,  parait-il,  une 
entreprise  siérile  que  de  juger  h  qui  revient  le  plus  baut  me- 
nte, si  a  ]  auleur  de  Vidée  fondamentale,  ou  à  celui  qui  a  per- 
feclionné  le  division,  ou  à  qui  a  appliauè  avec  succès  cetle  divi- 
sion perièctionnée.  \ucun  des  participants  n'a  le  droil  de  donner 
•i  1'appareil  auxiliaire  sou  nom  exclusif.  Alais  comme  pourtant 
NUNES,  a  mis  en  branle  /ou/e  celte  evolution,  le  nom  d'usage 
allemand  « nonius»,  sil  na  pas  un  droil  de  prèférence,  a  cepen- 
dant un  bon  fbndemenl.» 

Cetle  conclusion  de  M.  LiiHRS,  et  les  pb rases  soulignées  par 
nous,    qui   la    précédent,   sonl   évidemment   tout   ce   que  nous 
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pourrions  souhailer  de  micux  à  1'appui  de  noire  proposition ! 
On  y  voit  avec  insislanee  la  vérilé  de  la  premisse  que  nous 
invoquons:  Vidée  fondamenlale  originaire  de  Pedro  Nunes,  et 
aussi  1'affirnialion  impartiale  de  ee  que  cette  idée,  géniale  en 
ihéorie,  fut  encore  fcconde  jusqu'à  nos  jours,  en  passant  ])ar 
Clavius,  Hedracus,  Veknier.  Cest  d'ailleurs  aussi  Popinion 
bien  antérieure  de  BreusinG,  plus  Iiaut  citée.  Quant  au  faux- 
fuyant  de  1'invenlion  antérieure  des  transversales,  on  doit 
reconnaitre  que  ceL  artifice  dorigine  inconnue,  n'a  rien  de 
commun  avec  le  príncipe  original  dú  au  génie  de  Nunes,  savoir 
la  division  de  deux  ares  égaux  en  m  et  m-f  1   parties. 

A  Pedro  Nunes  donc,  aqui  a  mis  en  branle  toute  cette  evo- 
lution»,  de  laquelle  est  resulte  le  «nonius»  actuei,  revient  sans 
conteste,  par  les  affirmations  mèmes  de  ses  détracteurs,  un 
droit  absolu  de  préference  h  llionneur  de  cette  dénomination. 

(A  suivre.J 


ESSAI  D  UNE  THÉORIE  ANALYTIQUE 
DES  LIGNES  NON-EUCLIDIENNES 


PAR 


Geminiano  Pjrondini 

à  Rome 


(Suite) 


§  «i 

L  étant  une  ligne  décrite  sur  une  déveioppable  non-eucli- 
diennc  — ,  t  sou  inclinaison  sur  les  génératrices  et  6  l'angle  que 
le  plan  osculaleur  de  la  ligne  fait  avec  le  plan  tangent  à  la  sur- 
faee,  on  a  pour  le  rayon  de  Lorsion  i  (§  19): 

(2  0  =  — —  H sina        (dans  I  espace  r.) 

V        '  tgT  í/S  tgp 

(tV)  -J~«  «TO  +  coU  ^^  p espace  1.) 

v      '  th  t        f/í        th  p  v  !  y 


Cela  pose  si  il  est  la  déveioppable  tangente  à  une  surface 
quelconque  S  le  long  de  la  ligne  L,  les  généralrices  g,  g' ,  g'\  ... 
de  la  déveioppable  et  les  tangentes  rorrespondanles  de  L  Icr- 
ment  une  infínilé  de  couples  de  tangentes  eonjuguées  de  la  sur- 
face S  Or  comine  les  élémenls  paraissant  dans  les  égalités 
ci  dessus  onl  mèine  valeur  soit  que  l'on  regarde  L  appartenant 
;i  la  déveioppable  ^  ou  ;i  la  surface  S,  on  a  le  tliéorème:  Les 
rayoiu  dt  courbure  et  de  torsion  p  cl  -  (/'une  ligne  L  íracee  sur 
une  nirface  non-euclidienne  quelconque,  Vinclinaison  i  de  L  sur  les 
directions  conjugue  es  a  ses  t  (ingentes  et  1'angle  f)  sons  lee/uel  les 
plans  osculateurs  de  L  cuupent  les  plans  langents  conespondants  de 
la  surface,  wní  lies  entre  eux  par  une  d  es  relalions  (27),  (27'j. 
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Pour  Q  =  -jr  les  égalités  (27),  (27')  rcvienncnt  aux  autres 

t£°  0 

(28)  -^-*-  =  cot  í  (dans  1'espace  r.) 

(28')  -^-  =  cot  í  (dans  1'espace  1.) 

Celles-ci  définissent  V inclinais on  i  cVune  géodésique  d' une  surface 
non-euclidienne  quelconque  sur  les  directions  conjuguées  a  ses  tan- 
gentes, en  fonction  des  deux  rayons  de  la  ligne. 

En  remarquant  que  la  ligne  L,  dans  le  cas  actuei,  est  aussi 
une  géodésique  de  la  développable  D,  on  a  que:  Les  relations 
(28),  (28')  fournissent  V  inclinais  on  a"  une  ligne  non-cuclidienne 
quelconque  sur  les  droiles  rectifianles  (§  74 — II). 

Le  rayon  de  courbure  géodésique  de  la  ligne  L  est  defini 
ainsi  (§67-11): 

*  '  u 

bY9       cos©      *v  V9       coso         l 

On  a  donc,  en  vertu  des  égalités  (27),  (27'):  Le  rayon  de 
courbure  géodésique  d' une  ligne  L  décrite  sur  une  surface  non- 
euclidienne  quelconque,  est  defini  par  la  relation 

/««.  1  cot6    /    1  dd\      ,,        .,  . 

(29)  = r  ( -T- )     (dans  1  espace  r.) 


tgp^        cote    \tgx        ds 
(29')  7u^  =  —  VT    -ÕTT— 377   •    (dans  l'esp.ce  I.) 


th  ofJ        cot  í    \  th  x        ds  ] 

d  élanl  Vangle  que  le  plan  osculateur  de  la  ligne  fail  avec  le  plan 
langent  a  la  surface,  et  i  l  inclinaison  de  L  sur  les  directions  con- 
juguées a  ses  tangentes. 

§  12 

z 
Si  L  est  une  ligne  de  courbure  de  la  surface  S,  i=^  et  le 

théorème  general  du  §  1  1  se  réduit  h  1'autre:  Pour  qu  une  ligne 
décrite  sur  une  surface  non-euclidienne  quelconque  soit  une  ligne  de 
courbure,  il  est  nécessaire  et  svffisant  que  la  relation 

(30) 

(30') 
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soit  vérifue.  ce  qui  revienl  a  c/ire  que  1'angle  de  torsion  a  chaque 
poinl  de  la  ligne  soit  égal  a  la  diffêrenlielle  de  1'angle  sous  lequel 
le  plan  osculai eur  coupe  la  surface. 

En  integra nt  (30)  et  (30')  el  en  rappelant  la  rolation  entre  les 
ravons  de  courbure  absolue  et  géodésique  d'une  ligne  décrile 
sur  une  surface  (§  67 — II),  on  a  le  théorème:  Les  rayons  de 
courbure  absolue,  de  courbure  géodésique  et  de  torsion  cVune  ligne 
de  courbure  d' une  surface  non-euclidienne  quelconque,  sont  lies  entre 
eux  par  la  relalion 

(31)  tgp  =  tgpreos  U-  + 

(31')  th  p  =  th  p9 .  cos  ( k  +   - 


k  étant  une  constante. 

En  éliminant  <    ?     >  entre  les  équations 
j  th  t  \  ' 

§71  (II  Partie),  on  trouve  que :  Dans  une  ligne  de  courbure  (íune 

surface  non-euclidienne  quelconque,  le  rayon  de  coiubure  p,  le  rayon 

de  la  sphère  osculatrice  r  et  Vangle  d  sous  lequel  le  plan  osculateur 

de  la  ligne  coupe  la  surface,  sont  lies  entre  eux  par  la  relalion 

(32)  tg2,  =  t^p+  (^-)2        (dans  Tespace  r.) 

(32 ')  th?  r  =  th2  p  +  (^^) "        (^ns  1'espace  1.) 

Si  L  est  une  ligne  de  courbure  commune  à  deux  surfaces  S, 
S|,  leurs  normales  le  long  de  L  forment  deux  développables  S, 
^i,  dont  les  générat  rices  correspondantes  comprennent  un  angle 
constant  (§  ~'2 — II).  Gonséquemment:  Si  1'intersection  de  deux 
surfaces  est  une  ligne  de  courbure  commune,  les  surfaces  se  coupent 
sous  un  anule  constant. 

Supposons  vice  versa  que  les  surfaces  S,  Si  se  coupent  sous 
un  angle  constant,  suivant  une  ligne  de  courbure  L  de  S.  Si  S 
el  S|  sonl  les  surfaces  lieux  des  normales  à  S  et  Si  le  long 
de  I-,  <>n  a  que  —  est  une  développable  dont  les  génératrices 
coupent  les  génératrices  correspondantes  de  Hi  sous  un  angle 
«  oiistiint.  Cela  prouve  que  l!i  est  aussi  une  développable  (§  72 
—  II).  Donc:  Si  deux  surfaces  S,  Si  se  coupent  sous  une  angle 
constant  le  long  d'une  ligne  L,  et  celleci  est  une  ligne  de  courbure 
d  une  des  surfaces,   elle  esl  aussi  une  ligne  de  courbure  de  Vautre. 
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En  remarquant  que  loute  ligne  décrite  sur  un  plan  ou  une 
sphère  ést  une  ligne  de  courbure,  on  a  ces  resultais:  Si  une 
ligne  de  courbure  d1  une  sur  face  est  plane  ou  sphêrique,  le  plan  ou 
la  sphère  contenanl  la  ligne  coupe  la  sur  face  sous  un  angle  consíant. 

Si  un  plan  ou  une  sphère  coupe  une  sur  face  sous  un  angle  cons- 
íant, 1'inlerseclion  est  une  ligne  de  courbure  de  la  sur  face. 


§   13 

Les  relalions  (30),  (30'j  démontrent  ce  ihéorème:  Si  les  plans 
osculai  eurs  d'une  ligne  de  courbure  L  d' une  sur  face  S  coupent  cede 
surface  sous  des  angles  ayanl  mcme  valeur ,  la  ligne  L  est  nêcessaire- 
ment  plane,  et  son  plan  coupe  S  sous  cet  angle. 

En  particulier  Í0  =  — J:  Si  une  ligne  de  courbure  d'une  surfa<  e 

est  géodésique,  elle  est  nécessairement  une  courbe  plane. 

Supposons    maintenant    que    les    sphères    osculatrices   de    la 
ligne  de  courbure  L  coupent  la  surface  S  sous  un  angle  cons- 
tam.  Les  normales  n,  n' ,  n",   ...   h   S  aux  points  successifs  A, 
B,   C,   ...   de  L  forment  une  dévelop- 
pable. 

Les  normales  AAi,  BBi,  CQ,  ...  de 
la  ligne  L  qui  joignent  les  points  de 
cette  courbe  aux  centres  correspondants 
Ai,  Bj,  Ci,  .  .  .  des  sphères  osculatrices, 
forment  une  surface  réglée  qui,  dans  le 
cas  actuei,  doit  ètre  développable,  car 

r\  r\  r\ 

les  angles  AA?i,  B|Bn',  C[Cn" ,  .  .  .  sont 
égaux  (§  72  —  11). 

Or  comme  cela  est  possible  seule- 
ment  lorsque  la  ligne  AiBiCi.  .  .  se  ré- 
duit  à  un  point,  on  a  le  tliéoréme:  Si 
les  sphères  osculatrices  d1  une  ligne  de  courbure  L  d' une  sur  face  S 
coupent  cette  surface  sous  des  angles  ayanl  même  valeur ,  la  ligne  L 
est  nécessairement  sphêrique  et  la  sphère  ou  elle  est  placce  coupe  la 
surface  S  sous  cet  angle. 

Quand  la  ligne  de  courbure  L  (A,  B,  C,  .  .  .)  est  \\  courbure 
géodésique  constante,  la  développable,  lieu  des  tangentes  h  S 
dirigées  orlhogonalement  à  L,  se  réduit  ;i  un  cone  K  (car  l'in- 
tervalle  des  générat rices  compris  entre  L  et  Taréte  de  rebrous- 
sement  est  constant).  Si  O  est  le  sommet  de  K,  la  sphère  de 
centre  O  et  de  rayon  OA  coupe  le  cone  K  (et.  conséquemment 
ia  surface  S)  a  angle  droit  le  long  de  la  ligne  L. 


Fig.  6 
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Par  conséquent:  Si  une  ligne  de  courbure  L  (/'une  surface  esi  a 
courbure  géodésique  constante,  elle  est  tracée  sur  une  sphère  ortho- 
gonale  a  la  surface,  et  le  rayon  de  celte  sphère  est  égal  au  rayon 
de  courbure  géodésique  de  la  ligne  L. 

Réciproqucment:  Si  une  ligne  de  courbure  L  cVune  surface  est 
décrile  sur  une  sphère  orthogonale,  le  rayon  de  courbure  géodésique 
de  la  ligne  est  constant  et  égal  au  rayon  de  la  sphère  contenant  la 
ligne, 

§  n 


Soit  L  une  ligne  d'une  surface  S,  Lo  et  Li  les  lieux  des  cen- 
tres  des   cercles   osculateurs   et   des    sphères   osculatrices,   (A, 

Ao,  Aj)  trois  points  corres- 
pondants  des  lignes  (L, 
Lo,  Li),  AN  la  binormale 
de  L  et-  AB  la  noniiale 
à   S. 

Si  Fon  remarque  que 
AAo=p(rayon  de  courbure) 
et  A.Ai  =  r  (rayon  de  la 
sphère  osculatrice),  en  po- 

sant  pour  abréger  BA1\=0, 

NAAi  =  e,  A|AAo  =  (o.  le 
triangle  reetangle  A  Ao  Ai 
(dans   Fhypothèse  de  1'es- 


pace    riemannien)    donne    la    rclation 


(33) 


COS  (0 


'SP 
tgr 


Dailkurs   si   pp   est   le   rayon  de  courbure  géodésique    de  la 
ligne  L  sur  la  surface  S,  on  a  (§  67  — II) 


cos  6 


'SP 
lffpfi 


Ouant   ;i  3,  comme  s  -f  0  4" 


(0 


,  on  obtient  la  formule 


(35) 


COS  £  =  - 


1  - 


Ig-p  SltW 


IF?9 


*g?9 


/tff2r—  ter2 
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ou  bien  laulre 

(36)       cose  =  — — (  tg  p  sin  Ô-f-  sin  r  V tg2  r  —  tg2  p.eos  6  j , 

résultant  de  1'éliminaiion  de  tg  p^  entre  les  relations  (34),  (35). 
Ainsi  les  angles  oj,  6,  £  sonl  determines. 

§  15 

Applications.  —  1.°  En  supposant  p  eonstani  (et  conséquem- 
mcnl  p  = /•),  la  relalion  (30)  donne  cos  s  — sin  0,  d'ou  le  lliéo- 
rème :  Dans  une  ligne  ganche  a  courbure  constante  tracte  sur  une 
surface  clont  elle  n'est  pas  une  gêodésique,  les  plans  osculaleurs  et 
les  sphères  osculatrices  coupenl  la  surface  sous  des  angles  comple- 
mentai r  es. 

2.°  Pour  quune  ligne  décrite  sur  une  surface  soil  une  asym- 
ptotique,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  rayons  de  cour- 
bure absolue  et  géodésique  soient  égaux.  Cette  condition  intro- 
duite  dans  léquation  (3b),  démontre  que:  La  relalion 


(37)  cos  e  =  cos  r  V  tg2  r  —  tg2  p 

caractêrise  les  ast/niptkofiauis  des  surfaces. 

3.°  Pour  qu'une  ligne  décrite  sur  une  surface  soit  une  géo- 
désique, il  est  nécessaire  et  suffisant  que soit  nul.  En  in- 

...      '6P« 
troduisant  cette  condition  dans  1'équation  (35).  on  trouve  que: 

La  relalion 

(38)  cos£  =  -^ 

caractèiise  les  gtodtsiques  des  surfaces. 

4.°  L'équation  (35)   démontre    que    si  une   ligne  décrite  sur 
une  surface  riemannienne  vérifie  deux  deux  des  trois  condilions 


£  =  — ,      p  =r  —  constante,     p<,  =  p 

ou    deux    des    a u três 

s  =  0,     o  =  r  =  constante, =  0, 

vérifie  nécessairement  la  troisieme.  On  a  donc  le  théorème :  Une 
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li°ne   décrite  dans   de   certaines  conditions   sur   une  surface  non- 

,      .       \  orthogonales  \ 
euclidienne,  peul  avotr  les  spheres  osculatrices  {  \   a  la 

'  Â  (  tangentes 

,  „  (  asumptotique  ) 

surface,  ou  étre  a  couruure  constante,  ou  etre  une  \     .    ,.  .  \ 

'  \  ge  ode  si  que       ) 

de  la  surface.  Et  si  deux  de  ces  trois  propriêtés  se  trouvent  rêunies 
dans  une  même  ligne  de  la  sur  face  s  elle  possède  aussi  la  troisihne. 


§  16 

Soient  A  et  B  deux  points  consécutifs  cTune  ligne  plane  rie- 
mannienne  L,  AM  et  BN  les  tangentes,  P  leur  point  cTinter- 
section,    AO    et    BO    les    normales.    Si    l'on    pose    MPN  =  í/£, 

ABO=í/ío,  OA  =  p,  on  a: 

Aire  OAPB=7:  +  (~  —  dz) 

+  dm  —  2::  =  í/to  —  dz 

Aire  OABjf=  (1  cos  p).í/to 

En  égalant  ees  aires,  dont  la  difíe- 
renee  est  une  infinimentpetit  d'or- 
dre  supérieur,  on  obtient  la  relation 


í/to 


dz 


d'ou  il  suit 


cos  o 


Fig.  8 


ds  =  AB  =  sin  p ,  í/to  =  tg  p .  dz 


Or  si  dans  un  cercle  de  rayon  0'A'  =  r  on  trace  les  tan- 
gentes A'M',  B'N'  inclinées  entre  elles  de  Tangle  dz,  on  a  pareil- 
lement 

ds'  =  A'B'  =  sin  r .  í/to'  =  \gr.dz  ; 


z 


de   sorte    qu'en    prenant   r  =    -^-,  on  obtient  par  division 


(39) 


lgp  = 


d7* 


Or  si   AB   et   AC   sont   les  ares   élémentaires    des    sections 
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planes  normales  d 'une  surface  riemannienne  S,  tangentes 
en    A    anx    ligues    de   courbure   u  =  const.,    v  =  const.,    on    a 

s 
AB  =  dsUl     BC  =  dsv. 

Cela  pose  sur  les  grands  eercles  u' , 

v'  dune    splière  S'  de   rayon  B'  =  - 

et  ortogonaux  en  A',  prenons  les  ares 
infininient  pelits  A'h'=ds'M,  \.'G=ds'v    , 
de  façon,  que  les  angles  des  tangentes  / 
extreme    des    ares    A'B\    A'C    soient 

éganx  respeetivement  aux  angles  des  tangentes  extremes  des 
ares  AB.  AC.  En  désignant  alors  par  pw,  çv  les  rayons  de  cour- 
bure prineipaux  de  la  surface  S,  on  a  en  vertu  de  la  relation  (39): 


tg-p* 


dsu 
ds'u 


l8"  ?v 


dsv 

ds'v* 


d'oíi  il  suit  par  mulliplication : 

(40)  tgpí(.tgpy 


dsudsv 
dsK.ds'« 


Si  l'on  remarque  enfin  que  les  termes  de  cette  fraction  repré- 
sentent  les  aires  infiniment  petites  í/S  et  í/S'  des  rectangles  de 
cotes  (AB,  AC)  et  (A'B',  A'C)  on  peut  écrire  (40)  sous  la  forme 


(41) 


r/S' 


{S  P«  •  l£  9»        d$ 


Dans  1'espace  lobatsehewskien  on  peut  suivre  nn  procede 
analogue.  B  faut  seulement  remarquei1  que  les  rayons  r  et  B 
du  cercle  O'  et  de  la  sphère  S'  devant  ici  vérifier  les  condi- 
tions  lhr=l,  th  B  =  I ,  qui  entrainent  évidemment  les  autres 
?==B  =  oo,  pour  que  le  procede  de  la  démonstration  soit  legi- 
time, il  faut  remplacer  le  cercle  O'  et  la  sphère  S'  du  premier 
cas   respeetivement   par   un   oricycle   et   une  orisphère  (4).    On 


(l)  En  effet  1'oricycle  cst  un  particulier  cercle  lobatsehewskien  et  1'oris- 
phère  une  particulière  sphère  lobatschewskienne  dont  la  courbure  est 
1'unité  et  le  rayon  infini  (§  92). 
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trouve  ainsi  )es  formules : 

(39') 

(410 


thp  = 


ds_ 

~aV 
í/S' 


th  pM .  th  p„        dS 


scmblables  aux  precedentes. 

L'analogie  de  ces  récultats  avee  ceux  qui  ont  lieu  dans  l'es- 
paee  ordinaire  juslifie  cette  définilion :   La  courbure  lolale  d1  une 

Iriemannienne         I 
quelconque,  esl  Vinverse  du  produzi  des 
lobatsc/iewtÁienne  j 

\  circulai/ es       |  ,      . 

tangentes  \  ...  \  des  deux  rai/ons  de  courbure  princtpaux 

(  hyperboUques  )  ■  l 

de  la  sarface. 


CHAPITRE  II 

Lignes  décrites  sur  une  développable  —  Lignes  eoniques 
Lignes  hyperconiques 


§  n 

Lignes  de  courbure.  —  Dans    une  développable  quelconque  S 
les  deux  syslèraes  de  lignes  de  courbure  sont  les  génératrices 

rectilignes  et  leurs  Irajectoires 
orthogonales  L,  L',  L",  .... 
Or  comine  les  plan  norma ux 
h  ces  lignes  aux  points  A,  A', 
A",  .  .  .  d 'une  mème  généra- 
triee  coineident,  la  nappe  de 
la  développée  de  la  surface  S, 
eorrespondant  aux  lignes  de 
courbure  non  rectilignes,  est 
elle-mème  une  développable  S. 
Si    1'une   des   lignes   L,    L\ 


Fig   10 


est    plane    ou    sphé- 


rique,  la  surface  S  (développable  polaire  commune  de  ces 
lignes)  est  respectivement  un  hypercône  ou  un  cone,  ce  qui 
démonlre  que  L,  L\  L",  .  .  .  sont  des  lignes  planes  ou  sphé- 
riques. 

En  remarquant  au  surplus  que  1'arète  de  robroussement  Li 
de  S  (développée  commune  des  lignes  L,  L\  L",  .  .  .)  est  une 
géodésiquc  de  D,  ou  a  le  théorème  :    Si  une  des  lignes  de  cour- 


171 


bure  d' une  développable  est  plane  ou  sphérique:  I ,°  Toutes  /es  au- 
tres  lignes  de  combine  sont  planes  ou  sphérique  (et  tracées  sur  des 
sp/ières  conccntiiques).  2.°  I/arêle  de  rebroussemenl  de  la  déve/op- 
pable  esl  une  gêodésique  d'un  In/percúne  ou  d*un  cone  (donl  le 
sommet  coincide  avec  le  centre  comtnun  aux  sphires), 

§  18 

Rai/on  de  courbure  gêodésique. — Soit  L  (fig.  10)  uno  ligne  d'une 
développable  inclinée  de  1'angle  i  sur  les  génératriees  reeti- 
lignes,  dzg  1'angle  de  contingente  géodésique,  T  la  distance 
enlre  les  points  correspondants  de  L  et  de  Tarète  de  rebrous- 
sement  Li  de  la  développable,  et  dz\  1'angle  de  eonlingence 
de  L|.  Puisque  ces  éléments  géométriques  gardent  leur  valeur, 
mèine  quand  la  eurface  S  a  été  développée  sur  un  plan,  on  a 
par  lapplication  de  formules  connues  (§  61  — I): 


(1)  ds 


in  T .  dzi 


sin 


sin  i 


dzg  ck{    dst        di 

dea  =  cos  T .  dz[  —  di,     —r-  =  cos  — —  •  —. j-, 

y  ds  ds      ds        as 

et  conséqueminent  (§  30  —  I). 

ds{        di 

(2)  cot  p5  =--  cos  T .  cot  p4  —  —  j^. 

_.  dsà         sini      <h{         si n  i  .        ,    .       ,.. 

Or  comme     , -  =  — r— ^ = — -=     ....    «tgpi,  la  relation  (1)  se 

ds         sin  i      dz{        sin  1 

réduit   à    1'autre 

.     .       di 

(3)  cot  og  =  cot  T .  sin  i  —  —j-, 

En  éliminant  enfin  T  entre  les  équations  (1),  (2)  et  ds,  r/si 
entre  les  équations  (1),  (3)  et  1'autre  evidente:  dei  =cot  p[.dsi, 
on  trouve  les  a u três  relations : 


c/síV        .  .  .      di 


/  di  \     sin  i 

(5)  cotp^cosT+tgp.-^-J-^^. 


Vol.  ra  —  N.«  3 
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Dans  Pespace  lobatschewskien  les  équations  (2),  (3),  (4),  (5) 
sont  remplacées  par  les  autres: 

i             i  ™        i        ds\         di 
(2')  cothp?  =  cn  r.cothpi  — — ; 

i  r  ™     -     .      di 

(3')  coth  p0  =  cothT.sin  ?  — -7- 

/~T"    ídsiV2        TT.       di 

(4)  coth  oa  =  1  /  — — — I— -—)    —  sin^ — ; 

1 g      V    th2  pi    \  ds  /  ds 

(  .  ™  ,     ,         di\   sin  i 
(5')  cortiPí=(ehT  +  thp,^-)-írr. 

§  19 

Torsion  absolue.  —  Pour  une  ligue  quelconque  L  d' une  déve- 
loppable  euelidienne  on  a  la  formule 

1        r/0        cot/      . 
(6)  —  =i~  H s,n  o, 

T  f/í  p 

f  et  6  étant  les  inclinaison  de  L  sur  les  génératriees,  et  du  plan 
osculateur  sur  le  plan  tangent.  Or  en  introduisant  les  angles  dz 
et  <h  de  contingence  et  de  torsion  de  L,  on  peut  écrire  (6) 
sons  la  forme 

eh         dd    .  .     .  ■ '       r/s 

=  —z—  -\-  cot  i  •  sin  o 


ds        ds  ds 

Après  cela,  si  1'on  applique  le  príncipe  du  §  65  (II  Partie) 
on  obtient  ce  resultai:  Le  rayon  de  torsion  ~  d' une  ligne  décrite 
sur  v ne  développable  non- euelidienne,  est  defini  par  la  re/alion: 

I  r/0        coU  . 

(O  —  =  — : — sin  0      (dans  1  espace  r.) 

tgt  ds   ^    tgp  V  V  ) 

1  dd        cot  i      . 

(i  )  — : — ■=  — ; — — r— ■  sin  0      (dans   I  espace   I.) 

th  I         ds  th  p  v  r  / 

i  et  0  éiant  les  inelinaison*  de  la  li  une  sur  les  génératriees.  et  du 

plan  osculateur  sur  le  plan  tangent. 


i:9 


Dans  le  cas  particulier  cTune  géodésique   (0  =  ir)»  on  tombe 
sur  les  formules  connues  (§  74  — II) 


th  p 
ihx 


=  cot  i. 


§20 

Torsion  géodésique,  —  L'angle  co  paraissant  dans  les  relations 
(8),  (8')  du  §  68  (II  Parlie)  est  complémentaire  de  1'angle  que 
la  binormale  de  la  ligue  fait  avec  la  normale  à  la  surface,  angle 
qui    à    son    tour   est   supplémentaire    de   1'angle  6.    On  a  donc 

(.)  =  0-—— -  et  conséquemment : 

(8)  l  '         M 


(8'; 


tgTfl  tgT  ds 

I  _1 rtfl 

tg  T^  th  T  í/s  " 


En  éliminant  tgt,  th  t  entre  les  équations  (7)  et  (8),  (7') 
et  (8'),  on  trouvr  que:  Le  rayon  de  torsion  géodésique  d'une  ligne 
décrite  sur  une  surface  développable  non-euclidienne ,  est  defini  par 
la  relation: 

(9)  — ; =  — sin  0  (dans  1  espace  r.) 

K  J  thx,        tgP 

1  cot  í '     .      _  .  ,  .,  ,  N 

(9^  — =  — r  --sinO  (dans  1  espace  1.). 

v    ;  tht^        ihp  r 

L'égalité  (9)  fait  voir  que :  Dans  une  développable  riemannienne 
quelconque  toute  trajectoire  orlhogonale  des  general rices  rectilignes 
a  une  torsion  géodésique  nulle. 

§21 

Vroblhne.  —  Construi/e  la  surface  développable  la  plus  générule 
passant  par  une  ligne  non-euclidienne  donnèe. 

Soit  S  une  développable  conlenant  la  ligne  L,  kg  la  généra- 
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trice  passant  au  point  A  de  L  et  i,  i\,  n  les  inclinaison  de  Ag- 
sur  la  tangente  A/,  la  normale  prineipaíe  kn  et  la  binormale  kb. 
Si  Pon  eoupe  le  trièdre  A  (/,  n,  g)  par  une  sphère  irigonomé- 

trique  de  centre  A  (§  13  —  II)  on 
obtient    pour  section    un   triangle 

sphenque  tng  ou  gt  =  i,  nl  =  —, 

nlg=0,  6  étant  Pinclinaison  du 
plan  osculateur  de  L  sur  la  déve- 
loppable  — .  Or  comine  la  relation 


(10) 


cos  i\  =  sim'  cos  G 


que  Pon  derive  de  ce  triangle  et 
la  relation  connue  (§4  —  II) 


entrainent  Pautre 

(H) 


COS2  Í  -\-  COS"  i{  -f-  COS2  22  =  1 

cos  Í2  =  sin  i .  sin  0,    _^ 


on  conclut  que:  La  rêsolulion  de  notre  problhne  rerient  a  mener 
par  les  points  successifs  de  la  ligne  donnêe  des  droites  ayanl  sur  Ia 
tangente  vne  inclinaison  ai  bit  i  ai)  e  i,  et  sur  la  normale  prineipaíe 
et  la  binormale  des  inclinaisons  \\,\±  dépnies  par  les  relalions  (10), 
(11),  ou  6  réii fie  une  des  equations  difféi entie/les  (7),  (!')  (*). 

L'intégration  de  ces  equations  n'est  pas  possible  dans  le  cas 
general,  mais  elle  se  réduit  aux  quadratures,  aussitôt  que  Pon 
en  connail  une  intégrale  particulière.  < 

Si  par  exemple  L  est  une  ligne  plane  riemannienne,  — —  =  0 
el  Péquation  (1)  donne  par  intégration  &T 


i      -(•'+■./ 


cot  i 

íi7 


ds\ 


a  étant  une  constante  arbitraire.  On  Irouve  ainsi  pour  les  cosinus 


i1!  Que  la  Burface  réglée  que  1'on  construit  soif.  développable,  dépend 
du  fait  que  la  déterminatiou  de  langle  H  se  fait  à  1'aide  d'une  des  equa- 
tions (7),  (7';  qui  contiencnt  implicitement  la  conditiou  que  la  surface  à 
laquclle  se  rapportent  est  développable. 
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direeteurs  des  génératrices 

.    .   ,  /       rcoti  .  \ 

cos  i  =  cos  i ,      cos  ?i  =  sin  i.Wi  [a-4-  I  -         ds\  , 


COS  «2  =  SI  11  ? 


ch   (  «  -f  / úfe 


§  22 

Problème,  —  Faire  passer  par  une  courbe  donnée  L  m/j*  déve/op- 
pable  telle  que,  par  le  développement  de  cette  sur  face  sur  un  plan, 
la  courbe  L  se  transforme  en  une  ligne  plane  L0  donnée  d" avance. 
(Dans  1'espace  euclidien  et  dans  1'hypollièse  que  L0  soit  un 
cercle,  ce  problème  a  été  résolu  par  Molins  —  Journal  de  Ma- 
ihémaliques,   1856). 

Les  ligues  L0,  L  ont  mème  are,  et  le  rayon  de  courbure  p0 
de  L0  est  égal  aux  rayon  de  courbure  géodésique  pg  de  L  sur 
la  développable.  Si  donc  ou  définit  la  ligne  plane  LQ  par  1'équa- 
tion 


tgPo 


<P  (*o) 


en  coordonnées  intrinsèques  (p0,  s0),  on  a 

tg  p  1 

lS  ?g  = V  =  ~TT'     cos  v  =  9  (s) '  lS  P* 

'  *  COS  0  Cp  [S)  i  w      o  i 

En  calculant  alors  cote  à  Paide  de  1'équation  (7),  et  en  rap- 
pelant  en  outre  les  formules  (10),  (1  I),  on  trouve  les  relations: 


lS? 


d 


COS  l 


— •l-í»tí*p+z(f.tgp) 


0  I  -?-  tg»  p)*+tg*  p  I  "J-  •  i-<f *  fg»p  f  ^  (f  tg  p) 


(12> 


(COS  /i 


cp.tgp(l  —  <p*tg*p) 


(i-çpatg«p)Htg2P 


—  /i— Cp«tg2p+— (<pt&p) 


COS  hl  =  - 


( I  -  f»  tg*  p) 


0I^tgsp)SHgsp^/l-<png*p+^(<ptgp)" 
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tléfinissant  à  chaque  point  de  L  la  direction  de  la  génératrice. 
Le  problème  est  ainsi  résolu.  Dans  1'espace  I.  on  a  des  formules 


analogues. 


Si,  en  particulier,  L  est  une  géodésique  de  la  développable 
à  construire,  cot  p0  =  cp  (*0)  =  0  et  les  relations  (12)  reviennent 
aux  autres 

lgP  __■         n        _■__  ^T 


COS  2  = 


On  déduit  d'ici 


COS  2j  =0,      cos  i%  = 


•  tgsp  +  tg» 


cot  l  = 


lgp 

tgT 


conformément  à  un  résultat  connu  (§§  74  —  II;   1" — III). 

§23 

Développable   equidistante,  —  Sur    les    binormales    aux    points 
successifs  A,   B,   C,    ...    de  1'arèle  de  rebroussement  L  d'une 

développable  quel- 
conque  S  on  prend 
les  segmcnts  AP' = 
BQ'=.  ..  =  /'  et  a 
leurs  extrémités  P', 
Q',  .  .  .  on  construit 
les  plans  perpendi- 
culaires  aux  binor- 
males correspon  - 
dantes.  Ceux-ci  en- 
veloppent  une  cer- 
taine  développable 
S',  que  l'on  peut 
appeler  equidistante 
h  la  développable 
donnée  S.  Soit  L' 
1'arète  de  rebrous- 
sement de  S'. 
Kn  répétant  nième  construction  pour  une  distance  k"  autre 
que  h\  on  obtient  une  nouvelle  développable  S"  equidistante 
a  S  dont  1'arète  de  rebroussement  est  une  nouvelle  ligne  L".  .  . 
etc.  Voulant  dèterminer  le  /ieu  géométriqne  de  ces  a?  eles  de  rebrous- 
sement L',  L/\  ...,  on  remarque  d'abord  que  les  génératrices 
consécutives  a\  b'  de  S'  se  coupent,  et  sont  contenues  respective- 
ment  sur  les  plans  rectifiants  consécutifs  o  AP',  £BQ'  de  L;  con- 
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séquemment  leur  poiík  de  remontre  A'  est  silué  sur  la  droite 
rectifiante  de  L  au  point  A.  Eu  raisonnant  d'une  façoti  analogue 
pour  les  autres  génératrices  de  S',  ainsi  que  pour  les  généra- 
trices  des  autres  développables  S;,  S",  .  .  .  analogues  à  S\  on 
conclut  que  les  lignes  L\  L",  \J" ,  ...  se  trouvenl  sur  la  déve- 
loppable  rectifiante  £  de  L. 

Ór  AP'  est  orthogonale  a  la  droile  a'  (par  construetion)  et  à 
la  ligne  A' =  P'Q  ...  (celle-ei  étant  une  trajectoire  ortbogonale 
des  binormales  de  L).  Conséquemment  la  droite  AP'  est  per- 
pendiculaire  au  plan  oseulateur  11'ehA'P'Q'  de  la  ligne  L'  au 
point  A'.  Or  le  plan  11'  =  APA'  (tangent  á  la  développable  £ 
le  long  de  la  génératrice  AA')  passe  par  la  droite  AP';  il  est 
donc  perpendiculaire  à  II'.  Mais  comine  ce  plans  II,  II'  se  cou- 
pent  suivant  la  tangente  AV  de  Ja  ligne  L/,  la  normale  princi- 
pale  de  L'  en  A'  (qui  est  sur  le  plan  IT'  et  perpendiculaire  a 
leur  intersection  A'a')  est  aussi  perpendiculaire  à  Pautre  plan  II. 
Elle  coincide  donc  avec  la  normale  à  la  développable  £  au 
point  Af.  Et  puisque  cette  propriété  subsiste  tout  le  long  de  L', 
on  conclut  que  cette  ligne  est  une  géodésique  de  S. 

Conséquemment:  Le  lieu  des  aveles  de  rebroussemeat  des  déve- 
loppables non-euclidiennes  equidistantes  a  une  même  développable, 
est  la  développable  rectifiante  de  [avele  de  vebvoussemenl  de  la  dé- 
veloppable donnée;  et  sur  cette  sur  face  les  a?  eles  de  vebvoussemenl 
susdites  conslituent  un  syslhne  de  géodésiques. 

§24 

Les  formules  (3),  (3')  du  §  17,  déíinissant  le  rayon  de  cour- 
bure  géodésique  d'une  ligne  tracée  sur  une  développable  quel- 
conque,  peuvent  ètre  appliquées  aux  lignes  coniques,  pourvu 
que  1'on  y  remplace  T  par  le  rayon  vecteur  R  issu  du  sommet. 

Dans  le  cas  particulier  —  =  0  la  relation  (3)  donne  par  in- 
tégration  £  ?g 


lelj> 


r     as 


de  sorte  que  si  l'on  elimine  i  entre  cette  équation  et  la  (12)  du 
§  74  (II  Parlie),  on  trouve  que:  Dans  une  géodésique  dyun  cone 
riemannien  les  vai/ons  de  couvbuve  et  de  tovsion  et  le  raijan  vecleuv 
issu  du  sommet,  sont  lies  enlve  eu./:  par  la  relation 


c  elant  une  constante. 
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En  revenant  au  cas  general,  posons  1'origine  au  sommet  du 
cone  et  décrivons  les  rayons  vecteurs  conséeutifs  O  A,  OB,  et 
les  géodésiques  g%  g    tangentes  à   L  aux  points   A,  B. 

En  appelant  P  le  point  commun 
à  ces  géodésiquse,  OABP  peut  ètre 
rrgardé  comme  un  quadrilatère 
plan,  de  sorte  que  l'on  peut  appli- 
quer  la  formule  (27)  du  §  3  1  (I  Par- 
tie).  En  posant  donc  AOB  =  da, 
gPg[==deg,  (R,  L)  =  i,  on  trouve 
la  rclation 


Fig.  13 


(13)         dzg  =  di  +  cos  R .  da. 

Si  l'on  coupe  le  trièdre  OABZ  par 
une  sphère  trigonoinétrique  de  cen- 
tre O,  on  obtient  le  triangle  sphé- 
rique  A0B0Z0  dans  leque! :  AQZo  =  0, 


B0Z0  =  6  +  í/6,  A0Z0B0  =  íA»,  A0B0  =  r/«,  6  et  o)  étant  respeclive- 
ment  la  colatitude  et  la  longitude  des  coordonnées  polaires  de 
1'espace  (§  1  — II).  Cela  pose,  si  l'on  décrit  l'arc  circulaire  AQM 
orthogonal  a  Z0B0,  on  déduit  du  triangle  rectangle  infiniment 
pelit  A0MBq 

c'est-a-dire 


A0B0=  V/boM2  +  A0M2, 


(14) 


(/a=  v/r/^  +  sin^.í/ar 


et  la  rela  tio  n  (13)  revient  a  1'autre 


deg  =  di  +  cos  R  sjd^  +  sin2  0 .  d<s?. 

En  rappelant  enfin  1'expression  de  1'arc  élémentaire  ds  en 
coordonnées  polaires  (§  33 — II),  on  a  que:  Le  rayon  de  cour- 
fjure  giodisitjue  d'une  ligue  Iracée  sur  un  cone  at/ant  le  sommet  a 
1'oiigiiie  esi  defini  par  la  relation 


(15) 


{S?9  = 


y/VR*  +  sin2  R  (r/02  -f  sin2  0 .  du>*] 
di  +  cos R  v/í/0â+sinl0.í/(i? 


(dans  1'espace  r.) 


tifjy     *1  lA/B2  +  sh2R(,/02  +  sin20.r/o>2)     ,_        ., 

(15  )     th  p-  =  -  . '     (dans  1'espace  1.) 

í/H- eh  R  \A/02  + sin2  0. r/to* 


i  itant  Vinclinaison  de  la  ligue  sur  les  génératrices. 
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Si  l'on  elimine  da  entre  (13)  el  la  relation 
</s2  =  r/lV2  +  sin2R.</a2 


que   Pon  déduit  de   la  considération  du  secteur  conique  ÀOB, 

en  remarquant  an  surplus  que  cos  i  =  — —       R,  on  oblient  les 
formules  : 


c/s 


(16) 
(16') 


tg  R  v/T^fV2 


lh?9 


thRy/l— R;* 
l-  R'2  —  R7.thR 


(dans  Pespace  r.) 
(dans  Pespace  1.) 


dont   la   coineidence    avec    les    relations    (32),   (32)    du   §   32) 
(I  Partie)  était  à  prévoir. 

§25 

Soit  L  (A,  B,  C,  .  .  .)  une  ligne  conique  quelconque, 
/(A,  M,  N,  .  .  .)  la  trajactoire  orthogonale  des  génératrices  pas- 
sant  par  A,  A  (A\  B',  C,  ...)  la  ligne  suivant  laquelle  le 
cone  est  coupé  par  la  sphère  tri- 
gonométrique  de  centre  O,  et  L0 
(A0,  B0,  C0,  .  .  .)  Parête  de  rebrous- 
sement  de  la  développable  lieu  des 
normales  au  cone  le  long  de  la 
ligne  de  courbure  /.  Or  il  suffit  de 
remarquei"  que  ces  normales  AA0, 
MB0,  NC0,  .  .  .  sont  tangentes  a  la 
sphère  de  centre  O  passant  par  /, 
pour  conclure  ([ue  le  segmenl  AA0 
represente  a  la  fois  le  raijon  de  cour- 
bure principate  pu  de  la  surface  co- 
nique el  le  rayon  de  courbure  géodé- 
sique de  la  ligne  de  courbure  l  sur 
la  sphère  conlenant  cette  ligne. 

L'angle  de  contingence  géodésique  des  courbos  /,  A  sur  les 
sphères  ou  elles  sont  tracées  est  le  mème.  Si  donc  on  appelle  r 
le  rayon  de  courbure  géodésique  de  A  sur  la  sphère  trigono- 
métrique,  on  a  la  proportion 

tg  plt :  tg  i  •  =  AM  :  A'B'  =  sin  O  A  :  sin  O  A'  =  sin  R  :  1 , 
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d'ou  Pon  tire 


tg  p„  =  sin  R .  tg  r. 
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Quant  à  1'inclinaison  6  de  L  sur  les  génératrices   du  cone, 

on  a 

.     .       AM        [/ds*-dR*        n — 

(18)  „„#_____ =  /T^W2; 

de  sorle  que  si  l'on  elimine  tg  pg,  tg  pw  et  sin  6  entre  (16),  (17), 
(18)  et  Péquation  (21)  du  §  9,  on  obtient  ce  résultat  remar- 
quable:  Dans  une  ligne  conique  quelconque  L  de  Vespace  Heman- 
nien,  le  rayon  de  courbure  p,  le  rayon  vecteur  R  et  le  rayon  de 
courbure  géodésique  r  de  la  trace  A  du  cone  sur  la  sphère  trigono- 
mètrique  ayant  le  centre  au  sommet,  sont  lies  entre  eux  par  la  re- 
lation: 


1  á  /  ( l  —  R'2  -  R"  tg  R)2        { 1  -  R'2)2 


\   tsp      "V         (l-R'-)tg*R         '    sin2R.tg2r 

(19) 


—  R"  tg  R)  cos2  R      (1  -R'2)2 


1         /(\—  R'2  —  R//tgR)cos2R 
=  "sin~R  V  l-R'2 


tg2r 


Quand  L  est  une  géodésique  du  cone,  la  relation  (16)  dé- 
montre  que  1  —  R'2—  R"  tg  R  =  0,  et  Péquation  (19)  revieut  à 
l'autre 

„        sin  R .  tff  r 

En  rappelant  enfin  les  égalités  (17),  (18),  on  obtient  1'équa- 
tion  (22)  du  §  9: 

ce  qui  devait  bien  arriver. 

§26 
L'équation  (19),  résolue  par  rapport  à   ,  donne: 

J_  1  /  sin2  R        (l-R'2  — R'tgR)2.cos2R 

~}      ígrS     l-R*  V    tg2p  ~1-R'"~ 

Quant  ;i  late  a  de  la  ligne  spbérique  A,  on  a  la  relation 


AM         v/l-R'2     , 
sin  R  sin  R 
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d'ou  il  suit  par  inlégration: 

/t/l         P/9 
v  .  „    -A, 
sin  R 

a0  étant  une  constante  arbilraire. 

Or  si  l'on  suppose  de  donner  arbitrairement  d'avance  les 
rayons  R  et  p  relatifs  à  une  ligne  L  (inconnue),  par  des  fon- 
elions  (connues)  de  Tare  s  de  cette  ligue,  1'équation 

tg  r  =  <p  (o  +  o0) 

résultant  de  Pélimination  de  s  entre  (21)  et  (22),  exprime  la 
tangente  du  rayon  de  courbure  géodésique  de  la  ligne  sphé- 
rique  A  par  une  fonclion  connue  de  Tare.  Cela  suffit  pour  de- 
terminei' cette  ligne  (§  58),  et  conséquemment  le  cone  qui  la 
projette  du  centre. 

Or  si,  à  1'aide  de  la  relation  (22),  on  exprime  le  rayon  ve- 
cteur  R  =  R  (s)  de  la  ligne  L  en  fonction  de  a,  on  a  évidemment 
tout  ce  qu'il  est  nécessaire  pour  la  construetion  géométrique 
de  L. 

En  faisant  des  considérations  analogues  dans  Pespace  lo- 
batschewskien,  on  arrive  à  cet  important  résultat:  Une  ligne 
gaúche  noneuclidienne  est  complètement  dêterminée,  aussitôt  que 
Von  en  donne  le  raijon  vecleur  et  le  rayon  de  courbure  en  fonction 
de  1'arc. 

Exemple  —  Construire  la  ligne  gaúche  riemannienne  définie  par 
les  relations 


,  _•           ^                  .                     l/ra2  -f-  sin2  g .  cos*  (s  cos  í ) 
(23)  R  =  5.COSÍ,      cotp=-^ —, r^ -, 

sin  [s  cos  i ) 

oú  i  et  m  sont  des  constantes, 

Comme  1'équation  (21)  se  réduit  ici  a 

1  m 

=    .  ^  .  =  constante, 

tg  /•        sin2  i 

Ia  ligne  sphérique  A  est  une  petit  cercle.  Mais  comme  d'ailleurs 
[première  équalion  (23)]  la  ligne  L  coupe  les  génératrices  du 
cone  sous  1'angle  constant  í,  on  conclut  que:  La  ligne  cherchée 
est  une  hélice  d'un  cone  de  rèvolulion,  coupant  les  génératrices  sous 
fangle  i. 
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§27 

Soit  L  (A,  B,  CD  .  .  .)  une  géodêsique  d'une  cone  de  som- 
met  V,  coupant  à  angle  droite  la  génératrice  VA  au  point  A, 
Li  (A,  Bi,  Ci,  Di  .  .  .)  la  développante  de  L  ayant  1'origine 
en  A  et  (B  Bi),  (C,  Ci),  (D,  D]),  .  .  .  des  couples  de  points 
correspondants.  En  joignant  ces  points  au  sommet  du  eône,  on 
obtient  une  suite  des  triangules  VBBi,  VCCi,  VDDi,  .  .  .  que 
l'on  peut  superposer  a  la  surfaee  du  eône  en  pliant  eonvenable- 
ment  leurs  plans.  Dans  ces  flexions  les  tangentes  BBi,  CCi, 
DDi,  ...  de  L  vont  se  superposer  à  la  ligue  L  et  les  côtés  VB|, 
Vd,  VDj.  ...  vont  coincider  avec  VA,  ce  qui  démontre  leur 
égalité.  Mais  comine  la  génératrice  VA  est  orthogonale  à  la 
ligue  L  au  point  A,  il  resulte  que  les  droites  VBi,  VCi,  VD|,  .  .  . 
sont  aussi  perpendiculaires  aux  tangentes  correspondantes  BB], 
CCi,  DDi    ... 

Or  si  l'on  construit  une  sphère  de  centre  V  et  de  rayon  VA, 
elle  est  évidemment  touchée  par  les  droites  BBi,  CCi,  DDi,  .  .  . 
aux  points  Bi,  Ci,  Di,  ...,  ce  qui  démontre  que  la  develop- 
pable  osculatrice  de  L  enveloppe  tangentiellement  la  sphère  le 
loug  de  la  ligne  Li. 

Ces  résultats  peuverit  ètre  reunis  en  disant:  Les  tangentes  et 
les  plans  oseulaleurs  d  une  géodêsique  d'un  cone  quelconque  sojiI  a 
une  dislance  constante  du  sommet. 

Soit  vice-versa  L  une  ligne  gaúche  dont  les  tangentes  BBi, 
CCi,  DD],  ...  ont  du  point  V  les  distances  VBi=VCj=VDj=..., 
et  Li  le  liou  der  points  A,  Bi,  Ci,  D],  ...  Si  l'on  étale  sur  un 
plan  le  cone  K  projelant  la  ligne  L  du  point  V  en  trainanl  aussi 
les  triangles  VBBi,  VCG,  VDDi,  ...,  il  est  évident  que  L  se 
réduit  a  une  certaine  ligne  plane  L'  ayant  ses  tangentes  à  une 
distance  constante  d'une  point  fixe  V.  Elle  est  donc  un  cercle 
de  centre  V,  ou  une  droite;  de  sorte  qu'en  revenant  au  cone 
primitil  k  et  ;i  la  ligne  L  décrite  sur  sa  surfaee,  on  a  le  théo- 
reme:  Si  mie  ligne  non  sphêrique  jauit  d'une  des  propriélés  (Favoir 
les  tangentes  ou  les  plans  osculaleurs  a  une  distance  constante  d"un 
point  fixe,  jouit  aussi  de  1'autre,  et  la  ligne  est  une  géodêsique  d'un 
eône  ayant  le  sommet  au  point  ji.i  e. 

"  derive  d'ici  que:  Toule  diveloppab/e  tangente  a  une  tphère, 
a  pour  arde  de  rebroussement  une  géodêsique  d'un  eône  ayant  le 
sommet  au  centre. 

§28 

l  ne  relalion  caracter istique  pour  les  gêodésiques  coniques.  —  En 
dévelappanl    Ir  cone  sur  un   plan,   la  géodêsique  considérée  L 


8Í) 


se  réduit  a  une  droite,  et  le  sommet  V  va  se  placer  dans  une 
certaine  position  O,  Si  du  point  O  on  abaisse  la  perpendiculaire 

OA  =  »i  et  une  obliquo  quelconque  OB  =  R  sur  la  droite  L, 
on  a:  AB  =  5-j-50,  ,v0  étante  une  constante. 

En  posant  donc  OBA  =  í,  le  triangle  rectangle  OAB  donne 
une  des  relalions 

.      \cotm  sin(í  +  s0) 

(24)  coU  =  j 

[coth  m.sh  (s  -f  s0) 

suivant  la  nature  de  1'espace.  Mais  comine  i  est  1'inclinaison  de 
la  géodésique  L  sur  les  droites  rectifiantes  (génératrices  du 
eône),  on  obtient  par  l'application  de  formules  eonnues  (§  74 — II): 

(25)  _eJ_  =  cot7/z.sin  (s  +  s0)  (dans  1'espace  r.) 
(25')                              — r-*-  =  coth  m.sh  (s  +  s0)       (dans  1'espace  1.) 


wSoit  réciproquement  L  une  ligne  à  double  courbure  vérifiant 
une  des  relalions  (25),  (25'). 

En  ótalant  la  dêveloppable  rectifiant  sur  un  plan,  L  se  réduit 

h  une  droite,  et  dans  la  figure  plane  que  Fon  va  obtenir  a  lieu 

une  des  relalions  (24).  Cela  est  possible  seulement  si  1'arète  de 

rebroussement  se  réduit  à  un  point,   et  consequemmenl  la  dé- 

veloppable    à    un   cone.    On    en    conclui:    Une   géodésique   iVun 

\  riemannien         I 
cone  {  \  dans  laquei! e  le  seqment  m  represente  la  plus 

\  lobalschewskien  )  1  /c)  t\ 

court e  distance  au  sommet,  est  caractérisée  par  la  relation  \Z,,í 

entre  ses  raijons  et  Vare.  \\      )) 

§29 

Dêveloppable  equidistante  d' une  cone.  —  Soient  OA,  OB,  OC,  . . . 
dos  génératrices  suecessives  d'un  cone  S  de  sommet  O.  Elevons 
en  ce  point  les  normales  au  cone,  prenons  sur  ces  droites  les 
segments  OI)/=OQ/=..  .  =  k';  et  soit  A'  le  lieu  do  leurs  extré- 
mités.    Si  par  les  points  suecessifs  P',  Q',   .  .  .  de  A'  on  mène 

des  plans  orlhogonaux  aux  segments  OP',  OQ' on  obtient 

une  dévelopable  S'  equidistante  du  cone  S  (§  23).  Or  comme 
cette-  dêveloppable  S'  enveloppe  la  sphère  de  centre  O  et  de 
ravon  k'  toul  le  long  de  la  ligne  A',  Parète  de  rebroussement  L' 
est  une  géodésique  d'un  cone  K'  ayant  le  sommet  en  O  (§  27). 
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La  ligne  A'  de  contact  entre  la  sphère  et  la  développable  S' 
est  une  ligne  de  courbure  de  S',  et  conséquemment  une  tra- 
jectoire  orthogonale  de  ses  génératrices,  c'est-à-dire  une  déve- 

loppante  de  L/.  En  répétant 
A„  cette  construction  pour  une 
nouvelle  distanee  kn\  on 
obtient  une  autre  dévelop- 
pable S",  dont  1'arète  de 
rebroussement  h"  est  une 
géodésique  d'un  cone  K"  de 
sommet  O,  ...  etc.  Or  si 
MA'  et  MB',  M"A"  et  M"B" 
sont  des  génératrices  eonsé- 
cutives  des  développables  S', 


Fig.  15 


S"  correspondontes  aux  gé- 
néralrices  OA,  OB  du  eône 
donné  S,  les  droites  AW,  A"M"  sont  sur  le  plan  AOP  A'  et  les 
droiles  B'M\  B"M"  sur  le  plan  BOQ'B'. 

II  s'ensuit  que  les  points  correspondants  M',  M"  des  lignes  L\ 
L"  sont  sur  la  droite  d'intersection  des  deux  plans;  autrement 
dit,  les  cones  K',  K"  (développables  rectifianTes  des  ligues  L\  L") 
reviennent  à  un  seul  cone  K.  En  ayant  enfin  regard  a  1'orien- 
lation  reciproque  des  cones  S,  K,  on  a  le  théorème:  Les  areies 
de  rebroussement  de  toutes  les  développables  (en  nombre  infini)  equi- 
distantes d'un  cone  donné  S,  sont  des  géodésiques  d' un  autre  cone  K 
(ujanl  même  sommet  que  S.  En  coupanl  les  cones  S,  K  par  une 
sphère  ayant  le  centre  au  sommet,  on  obtient  les  fignes  1,  I',  dont 
la  deuaième  est  la  dévefoppée  sjihírique  de  la  premiere. 

§30 

L'hypercòne,  conçu  comme  un  cone  à  sommet  ideal,  est  une 
figure  essentiellement  lobatschewskienne ;  conçu  comme  le  lieu 
des  normales  à  un  plan  le  long  d'une  ligne  arbitraire  de  ce 
plan,  est  réalisable  dans  tout  espace  (§  18  —  II). 

Cependant  dans  Pespace  ordinaire  il  revient  \\  un  cylindre, 
et  dans  I 'espace  riemanienn  \\  un  cone  ayant  pour  sommet  le 
pòle  du  plan  contenant  la  base. 

La  ligne  plane  L0  d'oú  /'on  parte  pour  construire  íhypercône 
(section  droite  principa/e)  est  une  géodésique  de  la  sue  face. 

En  eflet  si  h  un  point  quelconque  A  de  L0  on  construit  la 
normale  príncipale  n  et  la  génératrice  g  de  rhypetcóne,  la 
droite  n  elant  orthogonale  à  g  et  L0,  est  normale  à  la  surface 
ile  1'hypercône. 
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Soit  L0  la  section  droite  principale  d'un  hypercône  contenue 
dans  le  plan  Z  =  0,  Li  la  seclion  droile  obtenue  par  le  plan 
Z  =  OP,  et  A0,  A  deux  points  cor- 
respondants  de  ces  ligues.  Si  l'on 
pose  OA0  =  R0,  PA  =  R,  A0A  =  t \ 
le  quadrilatère  trireetangle  POA0A, 
dans  le  cas  de  Pespace  riemannien, 
donne  les  relations  (§  3  —  I) 


(26) 
(27) 


tgR 
tgr 


cos  Z.tgR0 

cosR0.tgZ, 


exprimant  les  liens  qui  ont  lieu  entre 
les  éléments  qui  se  rapportent  a  la 
section  droite  principale  et  à  une 
section  droite  quelconque. 
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Application.  —  Soit  L  la  ligne  plane  définie  par  Péquation 


(28) 


v  =  f{u) 


en  cordonnées  géographique  (w,  v).  Si  l'on  plie  son  plan  de 
façon  à  lui  donner  la  forme  d'une  hypercône  ayant  pour  géné- 
ratrices  rectilignes  les  ordonnées  v,  1  axe  des  u  se  réduit  évi- 
demment  à  la  section  droite  principale.  Or  si  au  but  de  la  fle- 
xion  du  plan  la  ligne  primitive  L  se  réduit  à  la  section  droite 
de  1'hypercòne  située  sur  le  plan  Z  —  k,  on  a  les  relations  (27), 
(28),  d'oíi  il  suit  en  éliminant  v : 


(29) 


cos  R0  =  cot  k.  tg  [f(u)] 


On  conclut:  Une  ligne  plane  arbilraire  est  toujours  la  trans- 
formêe  plane  d'une  particuliere  section  droite  d'un  cerlain  hyper- 
cône. Si  (28)  est  Uêquation  de  la  ligne  plane  et  Z  =  k  tíquation 
du  plan  de  celte  section,  1'hypercône  a  pour  seclion  droite  princi- 
pale la  courbe  du  plan  Z  =  0  definie  (en  coordonnees  radiales  R0,  u) 
par  1'équation  (29). 

§  31 

Un  hypercône  quelconque  peut  ètre  réduit  à  un  hypercône 
de  révolution,  au  moyen  d'un  convenable  Hexion,  au  but  de 
laquelle  la  section  droite  principale  et  ses  lignes  parallèles  se 
transformem  dans  le  système  des  parallèles  de  la  nouvelle  sur- 
face.  Cela  démontre  que  :  Dans  un  lujpercône  quelconque  les  courbes 


92 


parallèles  a  la  section  droite  principale  sont  cies  ligues  (génêralement 
gaúches)  a  courbnre  gêodésique  constante. 

II  suit  d  ici  que  les  sections  droiíes  d'une  hypercòne  non  de 
révolution  n  ont  pas,  en  general,  constante  la  courbure  géodé- 
sique.  Cest  donc  bien  nalurel  de  chercher  s'il  y  a  un  hyper- 
còne qui,  en  faisant  exception  à  ce  fait,  possède  une  section 
droite  à  courbure  gêodésique  constante. 

En  admetlant  l'existence  d'un  te!  hypercòne,  la  section  droite 
en  question,  après  le  développeinent  de  la  surface  sur  un  plan, 
se  réduit  \\  un  cercle  que  Pon  peut  definir  (en  coordonnées 
géographiques  u,  v)  par  une  équation  de  la  tornie 

cos  u .  cos  v  =  cos  /'. 

Or  comine  Pon  déduit  d'ici 

et  \  /cosr\ 

v  =  t(u)  =  are .  cos    , 

\cos  uj 

Péquation  (29)  donne 

cot  A: 


(30)  cosR0  =  -     — y/cos2  u  —  cos^r. 


cos  r 


D'ici  le  théorème:  L' hypercòne  ayant  pour  section  droite  prin- 
cipale  Ia  courbe  c/a  plan  Z  =  0  dífinie  (en  coordonnées  radiales 
R0,  u)  par  íécjuation  (30),  jouil  de  la  proprutè  caracltristique 
<jue  la  section  droite  oh  ténue  par  le  plan  Z  =  li,  est  une  ligne  donl 
le  rayon  de  courbure  gêodésique  est  constanl  et  égal  a  r. 

(A  suivre.J 


CONSTRUCTION  PLANE  OES  SPIRIQUES  DE  PERSEUS 

(Extrait  d'une  lettrc  adréssée  à  M.  Gomes  Teixeira) 

PA  II 
GlNO   LORIA 


. .  .  Com  me  vous  vous  rappellez  sans  dou  te,  le  plus  ancien 
procede  pour  construire  «in  plano»  les  lignes  spiriques  a  été 
donné  par  R,  de  Sluse  en  1657. 

Cest  une  mélhode  un  peu  eompliquée  qui  a  le  tort  de  sap- 
puyer  sur  1'emploi  d'une  hyperbole,  courbe  d'une  déscription 
difficile  et  qui  semble  étrangère  h  la  question.  Probablement  en 
considération  de  cette  circonstance  vous  avez  cherché  et  vous 
avez  été  assez  beureux  pour  découvrir  en  1905  un  autre  trace 
qui  exige  seulement  1'emploi  de  cercles  et  de  droites  et  la  cons- 
truction  répétée  de  moyennes  proportionnelles.  Or  j'ai  re- 
marque qu'on  arrive  à  une  construclion  três  convenable  de  ces 
courbes  en  remontant  à  leur  définiiion  originaire  comme  sec- 
tions  produites  dans  le  tore  par  des  plans  parellòles  à  l'axe 
de  cette  surface  et  en  appliquant  la  mélhode  qu'enseigne  la 
Géométrie  descriptive  classique  pour  construire  par  points  les 
projections  de  la  section  plane  d'une  surface  de  révolution  re- 
présentée  par  la  méthode  de  MONGE,  après  avoir  choisi  le  plan 
coupant  de  manière  que,  sans  ôter  rien  à  la  généralité  des 
résultats,  on  parvienne  au  maximum  de  simplicité.  Je  n'ose  pas 
me  flalter  que  cette  remarque  soit  nouvelle;  mais  comme  je  ne 
l'ai  rencontrée  nulle  part,  vous  voudrez  bien  me  permettre  de 
vous  en  faire  part. 

Supposons  p.  ex.  (Fig  1)  qu'il  s^gisse  d'un  tore  ouvert  dont 
1'axe  soit  Ia  circule  verticale  {a\  a")\  le  cercle  générateur  ait 
comine  rayon  í\  et  se  tiouve  à  la  distance  d  de  I  axe ;  alors  le 
contour  apparent  de  la  surface  est  forme  par  deux  cercles  dont 
le  centre  est  le  point  a'  et  les  rayons  sont  í/+R.  Coupons  la 
surface  par  un  plan  a  parallèle  \\  laxe,  c'est-à-dire  perpendi- 
culaire  au  plan  horizontal;  nous  supposerons  d'avoir  choisi  le 
Vol.  ix  —  N.°  4  1 
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plan  vertical  de  projection  de  manière  qu'il  soit  parallèle  au 
plan  cr:  alors  ce  plan  est  determine  par  sa  trace  horizonlale  s\, 
qui  est  une  droite  parallèle  à  la  ligne  de  terre  t\%  et  la  courbe 

section  se  projettera 
'TN^^..._\M"  sur   'e   second   plan 

de  projection  en  sa 
véritable  forme  et 
grandeur.  Pour  la 
décrire  par  points, 
coupons  toute  la  fi- 
gure par  un  plan 
auxiliaire  r  parallèle 
au  plan  horizontal, 
p.  ex.  par  le  plan 
dont  la  trace  est  la 
droite  u±  parallèle  à 
/12 ;  ce  plan  coupe 
la  plan  donné  en  une 
droite  r,  dont  les 
_prejections  /'  et  r" 
tombent  resp.  en  S[ 
et  u-2  et  le  tore  sui- 
vant  deux  cercles  pa- 
rai lèles  qui  se  pro- 
jettent  en  véritable 
grandeur  sur  le  plan 
horizontal  et  que  par 
conséquent  peuvent 
se  representer  sans 
aucune  difficullé.  Ces 
cercles-  projections 
coupent  la  droite  r' 
en  qualre  points  A'  (non  tous  loujours  réels);  si  1'on  mène  par 
ces  points  les  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre,  elles  cou- 
])cront  la  droite  r"  en  autant  de  points  de  la  courbe  cher- 
chée.  En  faisant  mouvoir  la  droite  u-i  avec  conservation  de  sa 
direction,  ou  en  parviendra  successivemenl  à  tous  les  points  de 
la  ligue  spirique. 

Permettez  moi  (jue  je  dépouille  cette  construction  de  tout 
élémenl  appartenant  \\  la  Géométrie  descriptive  pour  la  pré- 
senter  sons  la  forme  la  plus  simple;  alors  elle  apparait  sous 
l'aspecl  suivant:  aÉtant  donné  (Fig.  2)  deux  droites  r  et  s  per- 
perdiculaires  entre  elles,  un  point  O  sur  la  seconde  et  un 
cercle  T  ^dont  le  centre  est  le  point  C),  une  parallèle  p  a  ;  coupe 


Fig.  1 


I9.S 


Fig.  2 


la  droite  s  en  S  et  le  cercle  donné  aux  points  A.  et  A';  traeons 

tleux  cereles  ayant  O  comine  centre  et  les  distantes  SA  et  SA' 

comme  rayons  et  déterminons  leurs  intersections  H,  W  avee  la 

droite    /  ;    les    parai - 

lèles  menées  par  ces 

points    à    la    droite   5 

coupent    la    droite   p 

aux  points  P,  P'  dont 

le    lieu    géométrique 

est    une    ligne    spiri- 

que.» 

Je  reviens  un  ins- 
tant  à  la  Fig.  1  pour 
faire  deux  remarques. 

Avant  lout  que  la 
construction  que  je 
viens  d'exposer  met 
tout  de  suite  en  évi- 
dence  les  propriétés 
de  forme  et  de  symétrie  des  courbes  de  Perseus;  elle  montre 
encore  que,  suivant  que  I'éloignement  de  la  droite  si  du  point  a' 
tombe  dans  un  de  intervalles 

O  ...  d  —  R  ..  .  d+R  ...  ao  , 

la  courbe  est  composé  de  deux  lignes  fermées,  ou  bien  d'un 
seul  trait  ou  elle  est  totalement  imaginaire;  si,  en  parliculier, 
cette  distance  est  égale  h  d — H,  la  courbe  a  un  point  double. 
Des  phénomènes  analogues  ont  lieu  si  le  tore  est  fermé  ou  en- 
trelace. 

Ma  secondc  remarque  est  que  les  considérations  de  géomé- 
trie  descriptive  dont  je  me  suis  servi  menent  aussi  a  la  cons- 
tructions  des  tangentes  à  la  courbe  dont  nous  nous  occupons. 
En  effet  la  tangente  /  p.  ex.  au  point  A  est  1'intersection  du 
plan  a  de  la  courbe  avec  le  plan  tangent  au  tore  dans  ce  point. 
Or  ce  plan  est  determine  par  les  droites  m  et  p  qui  sont  les 
tangentes  au  méridien  et  au  parai lèle  de  la  surface  qui  s'entre- 
croisent  au  point  A. 

D'ailleurs  la  projéction  horizontale  l'  de  cette  droite  tombe 
en  5i ;  de  manière  que  t1'  (tangente  cherchée)  est  la  projéction 
verticale  de  la  droite  du  plan  mp  qui  a  comme  projéction  hori- 
zontale l' .  Pour  la  trouver,  considérons  une  droite  auxiliaire 
arbitraire  du  plan  mp\  V  soit  sa  projéction  horizontale;  elle 
coupe  les  droites  m,  »,  t  en  des  points  dont  les  premières  pro- 
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jections  sont.les  interseclions  M',  P',  T\  de  /'  avec  les  droites 
m' ,  p' ,  l' .  Les  ordonnées  passant  resp.  par  i\f  et  P'  coupent 
m"  et  p"  aux  points  M"  et  P'.  La  droite  M"P''  est  coupée  en  T'' 
par  1'ordonnée  menée  par  T'.  En  joignant  par  une  droite  les 
points  A"  et  T",  on  arrive  à  la  tangente  l"  cherchés. 


Genes,  10  Avril  1914. 


EXTRAIT  D  UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  F.  GOMES  TEIXEIRA 


PAR 

Emile  Turrière 


Dans  votre  lettre  du  27  Juin  1913,  vous  m'avez  signalé  un 
fait  assez  curieux,  concernant  les  familles  algébrico-interscen- 
dantes  de  courbes  planes  el  les  courbes  iranscendantes  qui  sont 
associées  à  ces  familles  au  titre  de  courbes  singulières-limites, 
Heprenant  un  beau  théorème  de  M.  H.  Wieleitner,  d'après 
lequel  les  caustiques  par  réflexion  de  la  famille  de  paraboles 
ou  d'hyperboles  représentées  par  Péquation 

(1)  y^~k^ 

pour  les  rayons  lumineux  perpendiculaires  a  Taxe  des  abscisses, 
ne  sont  autres  que  les  courbes  de  poursuite,  vous  avez  com- 
plete ce  théorème  en  Pétendant  au  cas  ou  la  courbe  réfléchis- 
sante  est  la  logistique, 

y  =  a.  log x, 

courbe  singulièrc- limite  de  la  famille  algébrieo-interscendante 
réprésentée  par  Péquation  (1);  vous  avez  établi  (pie  la  causlique 
par  réflexion  de  la  logisliqne,  pour  des  rayons  lumineux  perpen- 
diculaires d  l'axe  des  aôscisses,  est  la  courbe  de  poursuite  de  BoUGUER 
singulière-lim  ite. 

Dès  que  j'eu  pris  connaissance  de  votre  lettre,  je  me  pro- 
posai  d'expliquer  votre  résultat,  en  me  plaçant  à  un  point  de 
vue  plus  general,  et  en  eherchant  à  le  rattacher  à  des  pro- 
priétés  essentielles  de  Pinlerscendance.  ,le  fus  ainsi  conduit  a 
faire  diverses  remarques  relativos  à  une  sorte  de  stabilité  de 
Pinterscendance  pour  des  opérations  géométriques  ressortissant 
au  seul  Calcul  diíTérentiel  et  qui  separe  les  courbes  interscen- 
dantes  des  autres  courbes  iranscendantes,  pour  leur  faire  par- 
tager  des  propriétés  particulièrcs  des  courbes  algébriques, 
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L'ensemble  de  Loutes  les  courbes  algébriques  clu  plan  est 
invaiiant  pour  toute  transformation  algébrique  de  ce  plan;  de 
ménie,  Pensemble  des  tombes  Iranscend antes  esl  ihvariant  pour 
une  lelle  transformation.  II  y  a  lieu  d 'observei*  (pie,  parmi  les 
courbes  non-algébriques,  1'ensemble  des  courbes  inlerscendantes 
eonstitue  lui  aussi  un  groupe  invariant  pour  toute  transforma- 
tion algébrique  du  plan.  Soit  donnée  une  famille  algébrico- 
-interscendante  de  courbes  planes,  cóniposée  de  courbes  algé- 
briques,  de  courbes  inlerscendantes  proprement  dites,  de 
courbes  inlerscendantes  généralisées  par  voie  complexe  et  de 
courbes  transcendantes  singulières-limites;  une  transformation 
algébrique  opérant  sur  cette  famille  la  transformem  évidemment 
en  une  famille  de  ménie  nature  et  avec  correspondance  respective 
des  qualre  types  particuliers  de  courbes  qui  composent  chacune  de 
ces  deux  familles. 

De  1'invariance  precedente,  il  convient  de  rapprocber  un  ca- 
ractere de  permanence  assez  remarquable  de  linlerscendance, 
pour  des  opérations  difíérentes  des  transformations  algébriques 
et  qui  sont  du  ressort  du  Calcul  diííérentiel.  II  est  évident  que 
la  dérivation  d'une  fonction  inlerscendante_ne  peut  altérer  sa 
nature:  en  d'autres  teimes,  il  est  évident  que  les  exposants 
irralionnels,  par  exemple,  qui  figurent  dans  des  fonction  telles 
que 

•¥ 

x     , 

ne  peuvent  disparaitre  par  une  ou  plusieurs  dérivations:  la  dê- 
rivalion  ne  peut  altérer  linlerscendance,  II  va  donc  se  passer,  du 
poiut  de  vue  des  applicalions  géométriques,  quelque  chose 
d'analogue  aux  propriétés  merveilleuses  de  la  spirale  logari- 
thmique,  íjuí  provoquòrent  rentbousiasme  de  BeiíNOULLI,  et 
dont  1'existence  se  raltacbe  à  1'invariance  de  la  fonction  expo- 
nentielle  dans  toute  dérivation.  Parmi  les  transformations  qui 
n'altèrent  pas  1'interscendance,  il  convient  de  meni.ionner  en 
premier  lieu  la  transformation  par  polaires  reciproques  relative 
a  une  conique  et  les  transformations  podaires  ou  antipodaires 
par  rapport  ;i  nu  pôle  quelconque.  Mais  alors  que  ces  trans- 
formations font  correspondre  a  toute  courbe  transcendante  une 
courbe  nécessairement  transcendante  elle  aussi,  il  existe  dau- 
tres  transformations  pour  lesquelles  des  réductions  sont  possi- 
bles  :  c'esl  ainsi  (pie  les  développées  successives  d'une  courbe 
transcendante  peuvent  ètre  algébriques  ou  le  devenir  à  partir 
d'un  certain  ordre;  une  lelle  réduclion  qui  se  produit  chez 
cerlaines  courbes  transcendantes  ne  peut  se  pré  sen  ter  pour  une 
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courbe  interscendante.  Ce  fait  resulte  immédiatement  de  la 
méthode  de  fbrmation  des  équalions  des  développées  successives 
des  courbès  représentées  au  moyen  des  coordonnées  dites  po- 
laires  tangentielles.  Une  courbe  plane  générale  étant  supposée 
représentée,  en  eflet,  au  moyen  de  l'équation  eanonique  de  sa 


tangente  courante 


x  cos  a  -f  tj  sin  a  —  w  =  0, 


par  rapport  a  des  axes  coordonnés  rectangulaires,  la  première 
développée  est  représentée  par  1'équation  dérivée : 

*eos  [cc  +  jj  +  ysin  [a  +  ^  -^-0; 

la  développée  de  1'ordre  n  est  représentée  par  1'équalion: 

Si  donc  k  fonclion  oj  est  interscendante,  il  en  est  de  mème  de 
la  dérivée  d'ordre  n  de  cette  fonelion  par  rapport  à  1'aziraut  <*. 
En  d'autres  ténues,  les  développées  successives  d'une  courbe 
interscendante  sont  nécessairement  interscendantes. 

Cette  observation  concernant  les  développées  successives 
d' une  courbe  iuterscendante  quelconquc  peut  ètre  faite  a 
1'égard  des  radiales  de  Tucker:  les  radiales  des  courbes  alge- 
briques  sont  algébriques;  un  três  granel  nombre  de  courbes 
transcendantes  particulières  admettent  pour  radiales  des  courbes 
algébriques  (ce  qui  est  une  des  raisons  de  1  importance  de  la 
notion  des  radiales);  mais  les  courbes  radiales  successives  des 
courbes  interscendantes  sont  de  mème  nature  que  les  courbes 
primitives-,  cela  tient  a  1'expression  simple  du  rayon  de  cour- 
bure,  en  coordonnées  polaires-tangentielles, 


l\i  =DJ 


(fim 


do?1 

et  des  expressions  des  rayons  de  courbure  suecessifs : 


D'une  manière  générale,  les  courbes  associées  à  une  courbe 


200 


inierscendante  a  1'aide  des  opérations  qui  ressorlissent  unique- 
nient  au  Calcul  difléremiel,  c'esl-a-dire  encore  les  co urbes  que 
Monsieur  GiNO  LORIA  norame  «diíferential-abgeleitete  Kur- 
ven»(i)  sont  interscendantes  elles-mèmes. 

Me  voiei  amené  au  fait  que  vous  avez  signalé  dans  votre 
lettre.  11  est  manifeste,  d'après  ee  qui  precede,  que  les  trans- 
forma tions  de  1'Optique  ne  doivent  pas  altérer  1'interscendance: 
les  caustiques  d'une  parabole  interscendante  ne  peuvent  qu'ètre 
interscendantes  elles-mèmes;  Tintérèt  du  théoréme  de  M.  H. 
WlELElTNER  reside  dans  1'intervention  fortuite  des  courbes  de 
poursuite,  comine  solutions  d'une  telle  question.  Bien  plus,  il 
est  non  moins  certain  que,  lorsqu'à  une  famille  de  courbes 
algébrico-interscendantes  on  fait  correspondre  une  nouvelle  fa- 
mille de  mème  nature  à  1'aide  de  translbrmations  du  genre  pré- 
cédemment  spécifié,  les  divers  types  de  courbes  constitutifs 
de  cbacune  des  deux  familles  doivent  lespectivcment  se  corres- 
pondre: cette  correspondance  est  evidente  pour  les  courbes  par- 
liculières  de  la  famille  qui  sont  algébriques,  pour  les  courbes 
interscendantes  proprement  dites  et  pour  les  courbes  interscen- 
dantes généralisées  par  voie  complexe;  quant  aux  courbes 
singulières-limites,  il  suffit  d'observer  que  ce  sont  des  courbes 
séparatrices  entre  les  espèces  precedentes,  pour  concevoir  la 
possibilite  de  la  correspondance  de  ces  courbes  singulières- 
limites.  C5est  à  cette  remarque  générale  que  doit  ètre  rattaebé 
votre  résultat  rei  a  ti  f  à  la  courbe  de  poursuite  limite. 

Contrairement  a  ce  qui  se  passe  pour  les  opérations  diíféren- 
tielles,  l'interscendance  (au  sens  general)  (2)  ne  se  conserve  pas 
pour  les  opérations  du  Calcul  integral.  Mais  on  est  ainsi  conduit 


({ )  Gino  Loria,  Spczielle  algebraische  und  transzendente  ebenc  Kuiven, 
Zweite  Auflage  (Leipzig  und  Bcrlin,  Tcubncr,  1910),  t.  2,  p.  332. 

(l)  Les  poJynomes  inierscendants  de  Leibniz,  seules  fonctions  interscen- 
Hautes  jusquUci  considérces  par  Eui.er,  Oramer,  Salmon,  .  .  .  ,  ne  donne- 
raient  point  naissance,  par  intégration  ordinaire,  à  des  fonctions  nouvelles. 
A  ce  propôs  voici  les  référcnccs  des  textes  de  Leibniz  concernant  les 
courbes  interscendantes,  qui  n'ont  été  cites  par  aucun  des  auteurs  prece- 
dente: lettre  à  Wai.i.is  à  Leibniz,  datée  du30  Juillet  1GÍ>7 ;  —  Continuatio 
nnalyseos  quadra turarum  ralionalium,  ex  Aetis  Eruditorum  anni  1703. 
Leibniz  connaissait  certainement,  antérieurement  à  1G97,  des  exemples  de 
courbes  interscendantes:  celui  donné  par  Newton  dans  sa  célebre  lettre 
k  Oldbnbouro,  du  24  Octobre  107(>  et  celui  qui  fit  1'objct  d'une  question 
proposée  par  Jeam  Bernoulli,  dans  les  Acta  Eruditorum  de  Mui  1696,  dont 
le  Marquis  de  LHôpital,  Newton  et  Lbibniz  lui-même  publièrent  des  so- 
lutions (cclle  de  Leibniz  se  trouve  dans  les  Acta  Eruditorum  de  Mai  1697, 
dans  ses  Opera,  édition  Dutens,  3«  vol.,  p.  331).  Ce  dernier  problème  ma 
été  signalé,  le  9  Juiu;  par  M.  H.  Wieleitner. 
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à  examinei*  certaines  courbes  planes,  qui  apparaissent  comme 
constituant  une  extension  des  courbes  interscendantes :  les 
courbes  de  Mibaucour,  les  tractrices  circulaires  ...  en  sont 
des  exemples  simples.  Soit  considérée,  par  exemple,  1'équalion 
générale  des  courbes  de  FUbaucour  ordinaires: 


(2) 


ces  courbes  ne  sauraient  ètre  envisagées  comme  étant  inters- 
cendantes, puisque  la  rationalité  du  paramètre  m  n'entraine 
pas  nécessairement  leur  algébrieité;  mais  lorsque  m  est  ration- 
nel,  ces  courbes  sont  panalgébriques  (au  sens  de  M.  Gixo 
Loria)  et  Tirrationalilé  de  ce  mème  paramètre  entraine  une 
élévation  de  1'ordre  de  transcendance  au  second  ordre. 

A  côté  de  cetle  élévation  de  1'ordre  de  transcendance  lié  a 
Pirrationalité  du  paramètre,  et  de  1'intérêt  qu'ofíre  la  considé- 
ration  des  valeurs  complexes  du  paramètre  (4),  il  convient  de 
citer  un  troisième  fait  qui  juslifie  lui  aussi  le  rapprochement 
précédemment  indique:  de  mème  que  certaines  courbes  algé- 
brieo-interscendantes  au  titre  de  courbes  singrilières-limites,  il 
y  a  lieu  de  rappeler  que  la  cbainete  de  Coriolis  est  une  limite 
de  courbes  de  Rjbaucour.  De  mème,  pour  les  courbes  tractrices 
circulaires,  il  existe  deux  espèces  de  courbes,  séparées  par  la 
tractrice  compliquée. 

Y  a-t-il  réellement  avantage  à  généraliser,  dans  cette  voie,  la 
notion  d'interscendance?  Je  ne  le  pense  pas;  pour  le  moment 
du  moins,  il  n'est  pas  utile  d'accorder  de  1'importance  à  une 
généralisation  aussi  facile.  Jeslime  qu'il  est  préférable,  dans 
chaque  cas  particulier,  de  recbercher  l'explicalion  de  1'exis- 
tance  de  divers  ordres  de  transcendance,  lies  aux  valeurs  ration- 
neles  ou  irrationnelles  dun  paramètre,  et  de  courbes  limites; 
il  suffit  pour  cela  de  déterminer  des  relations  simples  entre 
la  famille  considérée  et  certaines  fa  mil  les  algébrico- interscen- 
dantes. Cest  ainsi  que  les  courbes  tractrices  du  cercle  ne  sont 
autres  que  les  développantes  des  courbes  à  n  saillies  de  Ch. 
Laboula^:;  les  courbes  de  RiBAUCOtii  sont  les  roulettes  des 
spirales  sinusóides,  dans  un  roulement  sur  base  rectiligne.  Les 


(l)  Cf.  infra,  à  propôs  de  la  géncralisation  indiquée  des  courbes  de 
Ribaucour. 
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courbes  singulières-limites  de  ces  familles  de  courbes  eorres- 
pondent  l\  celles  des  courbes  interscendantes. 

Pour  bien  préciser  les  considérations  ci-dessus  exposées,  je 
prendrai  un  exemple  qui  me  fut  inspire  par  la  lecture  de  votre 
Traité  des  courbes  spéciales.  Aux  pp.  3  et  29  du  second  tome, 
vous  donnez  la  mèine  relalion 

N3 

(3)  R  =  m2— , 

entre  1'ordonnée  y,  le  segment  de  normale  (compris  entre  le 
point  d'incidence  et  1'axe  des  abscisses)  N,  et  le  rayon  de  cour- 
bure  K,  comine  étant  vérifiée  pour  la  logistique  et  la  sinusóide 
d'équations : 

X 

—  .       X 

v  =  a  e  w  ,     y  ==  a  sin  — . 

J  J  m 

II  n'est  pas  difficile  d'observer  que  cette  relalion  (3)  enlrainant 
1'équation  différentielle  du  seconde  ordre  +y"  =  m2.y,  caraclé- 
rise  la  famille  de  courbes  représentées  parjes  équalions  géné- 
íales 

X                             X 
JQ  jrj<y  

>/  —  A  sin ,     y  =  A  e  m  4-  B  e     "l  \ 

m 

elle  contient  comine  types  particuliers  la  logistique,  la  sinusóide 
et  la  chainelte:  les  deux  relations 

c.R  =  <?.IV  =  ?/2, 

de  la  p.  13  conduisenl  bien  à  la  relation  (3),  pour  la  chainette. 
Je  me  suis  donc  proposé  de  déterminer  toutes  les  courbes  pour 
lesquelles  les  éléments  y,  N  et  li  satisfont  a  une  relation  ;i  deux 
constantes  m  et  /•  telle  que  celle-ci: 

(4)  R  =  m2.N3.yfe. 

I  es  courbes  sont  les  intégrales  d'une  équation  du  second  ordre: 

m2tj".yk+*  =  ±  1; 

je  1'écrirai  sous  la  forme : 

y"  =  AyP, 
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en  posant 

A  =  J    -— -     et     p=z  —  k  —  3. 
mz  l 

La  solution  générale  est  constituée  par  les  courbes 
(5)  jo=  I -|~roilst:- 


el  par  une  courbe  singulière- limite,  qui  correspond  au  cas 
p  =  —  1  (c'est-h-dire  k  =  —  2): 

(6)  x=  í —  ^  -f-  const. 

J  t/2A.logy-j-B 

Pour  les  valeurs  rationnelles  de  /\  autres  que  la  valeur  sin- 
gulière  — 2,  les  courbes  sont  algébriques  ou  panalgébriques ; 
aux  valeurs  irrationnelles  de  k  correspondem  des  courbes  trans- 
cendantes  d'ordre  2.  Dans  la  famille  générale  (5),  on  reconnait 
des  courbes  qui  sont  une  extension  des  courbes  de  RiBAUCOUR; 
celles-ci  correspondent  à  la  valeur  de  —  1  de  la  constante  d'in- 
tégration  B.  Les  courbes  affines  aux  courbes  de '  RiBAUCOUR 
dont  il  est  question  dans  mon  article  Sur  les  courbes  de  Ribau- 
cour  [VEnseignement  ma thêma tique,  1913,  t.  xv,  p.  468)  sont 
aussi  des  cas  particuliers  des  courbes  (5),  correspondam  à 
B=  1.  La  mêrae  famille  (5),  pour  B  =  0,  comprend  des  para- 
boles  algébrico-interscendantes  et  la  logistique,  leur  limite.  Dans 
le  mème  cas,  la  courbe  limite  (6)  peut-ètre  réduite  h  la  courbe 

2,  dy 


-  f      l—\ 
J  v/logy' 


en  representam  celle-ci  par  des  équalions  paramétriques 

x  =  feu<l  da,     y  =  eu', 

on  peut  la  rattacber,  du  point  de  vue  de  sa  construction,  aux 
courbes 

y  =  f  ex*  djr,     y  =  ex\ 

dont  la  premièrc  est  la  quadrai  ria;  (selon  la  denomina tion  de 
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Leibxiz)  de  la  seconde;  quant  a  cette  dernière,  des  transfor- 
malions  algébriques  três  simples  permettent  de  la  faire  dériver 
de  la  logistique  ou  de  la  courbe  d'équation  y  =  e~x\  que  l'on 
rencontre  fréqueminent  dans  les  applications:  caleul  des  proba- 
bilités,  turbines  à  vapeur  de  LAVAL  (l)   .  .. 

Revenant  au  eas  general  des  courbes  (5),  pour  les  rattacber 
à  une  famille  algébrieo-interscendante,  il  suffit  de  considérer 
leurs  radiales:  ee  sont  des  courbes  déquation  assez  compli- 
quée;  mais  ces  radiales  sont  algébriques,  si  k  est  ralionnel,  et 
Iranscendantes,  dans  le  cas  contraire.  Ce  fait  généralise  la  pro- 
priété  des  courbes  de  RiBAUCOUR,  dont  les  radiales  sont  les 
courbes  multiplicatrices  de  Clairault. 

Cazenave,  1  Aoút  1913. 


P.  S.  —  Dans  une  des  premières  Notes,  que  vous  avez  bien 
voulu  insérer  dans  vos  Annaes  (t.  viu,  1913,  N.°  3,  p.  134), 
j'ai  rencontre  des  courbes'  les  unes  algébriques,  du  sixième 
degré 

(14)  r H cotang  0  =  0, 


r        ?n 


les  autres  Iranscendantes,  panalgébriques  : 

(15)  mr*  +  r(d  —  Ot)  —  m  =  0, 

(16)  wir2  — r(0  — 0i)  +  7w«O, 

au  sujet  desquelles  je  dois  ajouter  quelques  ligues,  afin  de  les 
raltacher,  par  une  transforination  géométrique  simple,  à  des 
courbes  plus  remarquables. 

Dans  une  Note  Sur  un  mode  de  general  ion  de  la  s pi  rale  de 
Poinsot  |  associa tion  française  pour  l'avancement  des  Sciences, 
Nancy,  1886),  G.  Fouret  établit  la  proposition  suivanlc:  «La 
spirale  de  POINSOT  cst  1'enveloppe  des  polaires  du  pôle  O  par 
rapport  aux  divers  cercles  tangents  ;i  la  spirale  logaríthmique 

r  =  a.em0. 


(*)  Lrquation  y  =  e~fx"  reprósente,  en  effet,  la  forme  qu'ii  convient  de 
donner  aux  roues  des  turbines  dégale  résistance,  non  percées  au  centre; 
c.  f.  A.  S|..dola,  Les  turbines  à  vapeur  (trad.  L.  Hahn,  Paris,  Dunod,  1906), 
p  220. 
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et  orthogonaux  au  cercle  décrit  du  point  O  comme  centre 
avec  a  pour  rayon.  Les  points  correspondants  des  deux  spi- 
rales  sont  alignés  avec  le  pòle».  II  est  aisé  de  vérifier  ce  ré- 
sultat:  soit  ((o)  un  cercle  orthogonal  au  cercle  fixe  et  qui  est 
tangent  aux  deux  spirales  logarilhmiques  inverses  d'équations : 

(M)  r  =  a  ewfJ,     (M')  r  —  a  e~  m&  ; 

le  point  de  conta  et  de  l'axe  radical  PQ  du  cercle  fixe  et  du 
cercle  mobile  (co)  est  le  point  N  d'intersection  de  PQ  avec  le 


*o=o. 


rayon  OMMr.  Le  rayon  vecteur  de  N  est  la  moyenne  harmonique 
entre  les  rayons  vecteurs  des  points  M  et  M': 


1 


+ 


1 


ON        OM    '    OM 


i/  ' 


en  posant  ON  =  p  et  OM  =  r,  on  a : 

2«2r 


r       a*  +  r* 

Cest  la  formule  générale  de  la  transformation  considérée.  Dans 
le  cas  particulicr,  vise  par  G.  ForRET,  on  a: 

p  eh  mb  —■  a  \ 

la  spirale  de  PoiNSOT,  représentée  par  celte  dcrnière  cquation, 
est  ainsi  définie  simultanément  comme  lieu  de  points  N  et  comme 
enveloppe  de  droiles  PQ,  au  moyen  dune  spirale  logarithmique 
prise  pour  courbe  auxiliaire. 
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La  transformation  générale  en  queslion  fut  étudiée  par  M.  A, 
AUBRY  {.Journal  de  Spéciales  de  Longchamps,  1896,  pp.  29  et  30). 
Soit  une  sphère  de  centre  O,  de  rayon  a ;  soit  A  un  pòle,  sur 
la  surface  de  cette  sphère;  un  point  m  de  la  sphère  est  projeté 
sur  1'équateur,  orthogonalment  en  N  et  stéréographiquement 
en  M.  De  la  relation  MN  :  MO  =raN  :  AO,  il  resulte  que  le  rayon 
vecteur  p  de  N  et  celui  r  de  M  sont  lies  par  la  relation: 

qui  n'est  autre  que  celle  précédeniment  mentionnée.  M.  A. 
ÃUBRT  appelle  le  point  M  V orthoslêréographique  du  point  N  (voir 
aussi  H.  BROCAKD,  Notes  de  Bibliographie  .  .  .,  t.  i,  pp.  206-207). 
Les  rosaces  ont  pour  orthostéréographiques  les  noeuds;  1'ortho- 
stéréographique  de  la  lemniscale  de  GÉRONO  est  la  lemniscate 
de  Bekxoulli  .  .  .  En  appliquant  cette  transformation  à  Téqua- 
lion  (16),  il  en  résulle  que  la  courbe  qu'elle  represente  est 
transformable  en  la  spirale  hyperbolique : 

(a=  1)     2wi  =  p(0  — Oi). 

La  courbe  (16)  admet  donc  pour  orthostêréographique  une  spirale 
hijperbolique. 

Quant  aux  courbes  représentées  par  les  équations  (14)  et  (15), 
la  nièine  transformation,  mais  relative  a  un  cercle  imaginaire 
d  équalion 

x*+f  +  a*  =  0, 

leur  fait  correspondre,  par  la  formule 

2*2r 
a-  —  rÂ 

une  courbe  Kappa  et  une  spirale  hyperbolique: 

(«=  I)     p  =  2?«  tango, 

2m  =  0(6-6^. 


SUR  LA  TRANSFORMATION  POTENTIELLE 

(Extrait  duno  lcttrc  atlressée  à  M.  F.  Gomes  Teixeira) 

PAR 

M.  d'Ocagne 

Professem*  à  1'Ecole  Polytecbnique  de  Paris 


...  La  coineidcnce  de  ccrtaiu  résultat  récemment  retrouvé 
par  M.  E.  TurriÈRE,  clans  une  interessante  note  des  Annaes  (*), 
avec  tel  autre  que  j'ai  fait  connaitre  jadis  dans  votre  Jornal  de 
sciencias  mathematicas  (2),  puurrait,  me  semble-t-il,  ètre  signalee 
à  vos  lecteurs. 

Ce  résultat  concerne  la  trans forma tion potentielle  dexposant  n 
qui  consiste  à  faire  correspondre  au  point  affixe  du  nombre 
complexe  z,  celui  du  nombre  zn,  transforma  tion  isogonale  spé- 
cialement  étudiée  par  W.  ROBERTS,  et  la  plus  simple  parmi 
celles  de  Cauchy  qui  font  correspondre  à  z  une  fonction  ana- 
lylique  quelconque  <p(z);  pour  n  = —  1  elle  comprend  commc 
cas  particulier  1'inversion  (a  une  symétrie  prés  par  rapport  à 
1'axe  des  x). 

Chasles  avait  remarque  (3j  que,  dans  le  cas  de  n  =  2,  une 
telle  transfbrmation,  qui,  à  une  droile  quelconque,  fait  corres- 
pondre une  parabole  ayant  son  foyer  à  1'origine,  fait,  en  outre, 
correspondre  à  un  cercle  quelconque  un  ovale  de  DESCARTES. 
Après  Cayley  et  Genocchi  (et,  alors,  a  linsu  de  ce  qu'ils 
avaient  écrit  a  ce  sujei)  je  fus  amené  a  compléter  cette  re- 
marque en  faisant  observei*  que  les  ovales  de  Descartes  ainsi 
obtenus  ne  sont  pas  les  plus  généraux  de  leur  espèce;  ce  sont 


(i)  Vol.  viu,  1913,  p.  242. 

(2)  T.  xi,  1885,  p.  3  (Stir  mie  trans formation  polaire  des  courbes  planes) 
et  T.  ix,  1889,  p.  109  (Sur  la  tramformaliõn  isogonale  de  W.  Roberts). 

(3)  Note  xxi  de  VAperçu  hntorique  sur  V origine  et  le  développement  des 
méthodes  en  Géométrie. 
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des  ovales  unicursaux  c'cst  à  dire  ies  li  maçons  de  Pascal.  .J'ai, 
d'ailleurs,  démontré  un  ihéorème  d'ou  resulte  une  détermina- 
tion  extrèmement  sim  pie  du  foyer  double  du  limaçon  transforme 
de  la  sorte  d'un  eercle  C,  lorsqu'on  designe  par  O  1'origine  des 
coordonnées.  Ce  théorème,  démontré  dans  la  seconde  de  mes 
notes  rappelées  ci-desus  (p.  8)  esL  le  suivanl:  Le  foyer  double 
du  limaçon  oblenu  (donl  le  foyer  simple  coincide  avec  O)  esl 
le  transforme  commun  des  deu.v  poinls  oú  le  eercle  de  centre  O  or- 
th  o  zonal  au  eercle  donní  coupe  la  droite  OC. 

Cest  à  1'oecasion  de  cette  recherché  que  je  fus  amené  à  en- 
visager  quelques  propriétés  générales  de  Ia  transformation  po- 
tentielle  dordre  quelconque.  Pour  les  énoncer,  j'aurai  recours 
aux  notations  suivantes  qui  sont  (à  une  légère  variante  prés 
sous-indiquée)  celles  de  mes  precedentes  notes  :  M  et  M)(  étant 
les  affixes  de  z  et  de  zn,  appelons  N  et  N?í  les  extrémités  cor- 
respondantes  des  sous-normales  polaires,  C  et  C„  les  centres 
de  courbure,  jx  et  ;x„  (notations  de  M.  TurkiÈRE,  au  lieu  de  D 
et  Dn  que  javais  employés)  les  projections  orthogonales  de  C 
et  C„  respectivement  sur  les  ravons  vecteurs  OM  et  OMM. 

Cela  étant  dit,  je  fais  reposer  la  construetion  de  la  normale 
en  MB  à  la  transformée  sur  la  remarque  que  NN„  est  perpendi- 
culaire  a  MMni  et  j'établis  la  formule 

MnNw        MN 
71  M»Cn       MC       n 

d'ou  resulte  la  détermination  du  centre  de  courbure  Cn  con- 
naissant  C. 

Dans  la  seconde  de  mes  notes  je  fais  voir  que  cette  dernière 
formule  (qui  peut  ètre  regardée  comine  la  généralisation  de 
celle  de  BoothJ  conduit  aiséinent  à  la  suivante 

jiO  jinO 

n 


;j.M  |jlbM„ 

(jui  est  précisément  celle  que  M.  Turrière  a  récemment  re- 
trouvée  [formule  (G),  p.  245,  de  sa  note]  et  dont  j'ai  donné 
1'interprétation  que  voici:  II  étant  le  point  oú  la  droite  \i.\in  ren- 
contre  la  droite  MM'»,  on  a  HMn  =  7l.HW. 

Voici  une  applicalion  bien  simple  des  proposilions  qui  pré- 
cèdent:  transformons,  pour  ?i  =  2,  la  droite  AM  perpendiculaire 

;i  ()\  en  prenant  rj  =  — ,  a  étant  la  distance  OA  de  cette  droite 

a 

à  1'origine.  Dès  lors,  si  MH  est  la  perpendiculaire  élevée  en  M 
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à  OM,  on  voit  que  Ma  est  le  symétrique  de  H  par  rapport  à  M 
et  que  H  est  bien,  pour  M  et  Mg,  le  point  que  nous  avons  ainsi 
designe  ci-dessus  puisque  HM2  =  2HM. 

Si  nous  construisons  la  nor- 
male  polaire  en  M,  nous  voyons 
immédialement  que  ON  =  HM; 
donc  ON  =  MMâ  et  la  droite  NM2 
est  perpendiculaire  à  MM2.  La 
construetion  ci-dessus  de  la  nor- 
male  en  Mn  montre  alors  que  la 
normale  eri  M2  est  M2N  et,  par 
suite,  que  la  tangente  est  MMg. 
Autrement  dit,  le  lieu  de  M2  se 
confond  avec  lenveloppe  du  côté 

MMa  de  1'angle  droite  OMMa;  c'est  donc  bien  une  parabole  de 
foyer  O  ayant  AM  pour  tangeu t  au  sommet. 

Pour  avoir  le  centre  de  courbure  de  cetie  parabole,  projeté 
en  (J.2  sur  O  Má,  remarquons  qu'ici  le  point  |x  étant  a  1'infini 
sur  OM,  la  droite  Hjjl2  est  parallèle  à  OM,  ce  qui  montre  que 
la  projection  jxa  du  centre  de  courbure  C2  en  Mg  sur  le  rayon  vec- 
teur  OM2  est  symétrique  du  point  M2  par  rapport  au  foyer  O, 
propriété  connue  que  j'ai  déduite  naguère  (dans  mon  Cours  de 
Gêomêlrie  descriptive  et  de  Gêométrie  infinitésimale  de  1'Ecole  des 
Ponts  et  Chaussées,  p.  281)  de  la  construetion  de  Mannheim 
pour  le  centre  de  courbure  d'une  ellipse  .  .  . 


Vol.  ix  —  N.°  4 


SUR  LA  VIE  ET  LCEUVRE  DE  PEDRO  NUNES 


PAR 


Rodolphe  Guimarães 

Commandant  du  génie 


(Suite) 


25.  Après  le  Traitê  des  Crépuscu/es ,  Pedko  NUNES,  déjà  pro- 
fessem1 à  1'Lniversité  de  Coimbre,  fit  imprimer  dans  cette  ville, 
en  1546(1),  chez  António  de  Mariz,  son  Traité:  De  Arte  atque 
ratione  navigandi  iibri  duo.  __; 

La  seconde  édition  de  cet  ouvrage,  faile  aussi  à  Coimbre  par 
A.  de  Mariz,  a  paru  en  1573  (2). 


(')  Nous  n'avons  connaissance  d'aucun  exemplaire  de  cette  lère  édition. 
Elle  a  toutefois  existe,  car  non  seulement  elle  est  citée  par  Barbosa  Ma- 
chado {Bibliotheca  lusitana,  Lisboa,  1752,  t.  m,  p.  606,  col.  2)  et  par  Ri- 
bbibo  dos  Santos  (Memorias  de lilteratura  partuguesa,  publicadas  pela  Aca- 
demia real  das  sciencias  de  Lisboa,  Lisboa,  1806,  p.  263),  mais  notamment 
car  un  écrivain  de  Porto,  de  nom  Tito  de  Noronha,  donnant  dans  son  Al- 
manach  illustrado  e  enciclopédico  (Lisboa,  1887)  (un  petit  livre  três  rare 
aujourdlmi)  aux  pages  50-68,  une  liste  des  imprimeurs,  éditeurs,  titres, 
lieus  dUmpression  et  dates  d'ouvrages  du  xvie  siècle,  on  lit  à  la  page  52 : 
■Petbi  Nomii  Salaciensis.  De  arte  atque  ratione  navigandi,  libro  duo.  Coim- 
bra, 1546;  2.a  edicção,  1573». 

Ãussi  Don  Maktin  Febnandez  Navarrete  dans  sa:  Disertación  sobre  la 
historia  de  la  náutica  y  de  las  ciências  mathematicas,  Madrid,  1846,  pp.  170- 
171,  fait  mention  dela  lere  éditiou  de  1546,  disantque  son  auteur  fP.  Nunes) 
■dividióle  en  dos  partes;  contiene  la  primera  la  resolución  y  demostracion 
de  dos  problemas  concernientes  ai  arte  de  navegar;  y  la  segunda  las  regias 
ó  ÍD8trãment08  para  varias  cosas,  tanto  maritimas  como  de  fenómenos  ó 
aparienciaa  celestes  fundadas  en  los  princípios  matemáticos». 

Cette  l,,n'  édition  ne  renferme  pas  les  deux  traités  De  crepuscidis  et  De 
trratiè  Obohtii  Finíei  incorpores  dans  la  2e  édition. 

(2)  A  notre  connaissance  en  existent  des  exemplaires  aux  Bibliothèques 
suivantes:  Nationale  de  Lisbonne  (n°  2213  rouge,  avec  deux  doubles),  de 

1'Académie  des  sciences  de  Lisbonne  (E  ^-J-)*  publique   d'Evora  [Gab. 

E.  5  —  C  1  d.  n"  28  (56)],  publique  municipale  de  Porto  (Y  —  3  —  76),  de 
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Le  titre  de  cetle  2e  édition,  la  seule  connue  de  nos  jours,  à 
ce  qui  parait,  est  le  suivant: 

Petri  Nonii  I  Salaeiensis,  De  arte  |  atque  ratione 
nauigandi  |  libri  duo  |.  Eivsdem  in  theoricas  Plane- 
tarum  GEORGIJ  Purba  I  chij  annotationes :  &  in 
Problema  mechanicum  Aristo  |  telis  de  moto  na- 
uigij  ex  remis  annotatio  vna  |.  Eivsdem  de  erratis 
Orontij  Findei  Liber  vnus  |.  Ejvsdem  de  crepus- 
culis  Lib.  I.  Cum  libei  lo  Allacen  de  causis  crepus- 
culorum  |  (Ecusson  des  armes  royales  de  Pipoque  en- 
touré  (Vune  três  simple  mais  elegante  bordure),  Co- 
nimbrieae,  In  aedibus  Antonij  à  Marijs,  Vniuersitatis  | 
Typographi.  Anno  1573  |.  foi.  Cum  facultate  Inqui- 
sitoris. 

Cet  ouvrage  se  eompose  de  trois  traités  diíFérents  (4),  mais  le 
tout  formant  un  seul  volume.  Son  format  est  de  0m,271  xOm,190 
et  0m,229x0n\l  50  de  comp.  Les  pages  completes  ont  52  lignes, 
disposées  en  deux  colonnes  (sauf  la  page  de  la  dédicace), 
ayant  cbaque  ligne  de  la  colonne  35  lettres  en  moyenne. 


TUniversité  de  Coímbre,  de  1'Observatoire  astronomique  de  Lisbonne  (Ta- 
pada), du  Palais  d'Ajuda  (50  —  XIII  —  2),  de  la  Faculte  des  sciences  de 
TUniversité  de  Porto,  nationale  centrale  de  Florence,  royale  de  Copenhague, 
de  rUniversité  de  Salamanque  (S.  1 — Est.  39  —  Tab.  6  —  n.°27),  nationale 
de  Paris  (V  2377),  de  TUniversité  de  Genes  (3.  mm.  VII.  32),  British  Mu- 
seum  (534  1.  15),  royale  de  Dresde  (Naut.  6),  de  1'Ecole  des  ingénieurs  de 
Rome,  de  TObservatoire  astronomique  de  Pulkova  (sec.  xx,  vol.  i,  1860  du 
catalogue), nationale  de  Madrid,  de  TUniversité  de  Louvain  (Sciences,  93(5), 
de  TUniversité  de  Bonn  (O.  490),  de  TUniversité  de  Breslau  (Phys.  IV, 
Foi.  4n),  de  TUniversité  de  Padoue,  capitular  Colombina  de  Seville,  de 
TInstitut  et  observatoire  de  marine  de  San  Fernando  (Cadix),  royale  de 
Bamberg  (Mech.  9.  4),  royale  gouvernative  de  Lucca,  nationale  de  Rio  de 
Janeiro,  de  TUniversité  de  Bologne,  de  la  ville  de  Altembourg  (Saxe) 

(n°8  17516,  17517,  17518),  oStudienbibliothek»  de  Salzbourg  (l.  11.  B  ^), 
palatine  de  Parme  (N.  2.  14241),  nationale  Victor  Manuel  de  Rome 
(  ai69  r  C  7  °  )  e^  ^ans  ^es  l^iDli°tl1^q"es  particulicres  de  feu  le  roi  Don 
Carlos,  encore  au  Palais  de  Necessidades,  et  de  M.  F.  de  Paula  Azeredo 
(Samodaes). 

(!)  Concernant  le  premiei*  de  ces  traités  (celui  de  navigation),  M.  Ge« 
leich  a  publié  dans  le  Revista  marítima  italiana  (Roma,  t.  xxvn,  1894, 
pp.  177-222,  411-455)  une  étude  sous  le  titre:  La  scienze  náutica  de  Nónio 
alia  fine  dei  secolo  decimo  settimo,  ou  Ton  trouve  décris  les  appareils  indi- 
ques par  P.  Nunes  avec  la  critique  des  passages  originaux  de  Nunes  con- 
cernant la  loxodromie,  la  carte  marine,  etc. 
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Les  pages  de  chacun  des  trois  traités  sont  numérotées  (nu- 
mération  diffé  rente  en  chaque  traité). 

Le  papicr  a  pour  filigrane  des  lignes  droiles  parallèles  diri- 
gées  dans  le  sens  plus  grand  du  livre,  et  une  sphère  avec  une 
bande  figurant  le  zodiaque,  ayant  extérieurement,  sur  les  ex- 
tréraités  d'un  diamètre  prolongé,  une  étoile  a  5  pointes  d'un 
côté,  et  un  petit  cercle  dans  1'autre  extrémité. 

Le  volume  ouvre  par  une  dédieaee  de  léditeur  Mariz  au  roi 
Dou  Sebastião  («Sebastiaxo  primo  inviclissimo  regi  ac  do- 
mino nostro,  Antonius  xMaris  typographvs  conimbricensis,  per- 
petvam  optat  fbelieitatem»). 

II  s'en  suit  un  exposé  de  Pedro  Nunes  à  ses  lecteurs  («Pe- 
TKUS  Noxivs  Salaciensis  ad  leetorem»)  et  après:  «Prreeipvae 
sentencia*  prioris  libri»,  «Prsecipvai  sentenciai  posterioris  libri», 
«Pnecipva  ex  iis  qvae  in  theoricas  planetarvm». 

Ensuite  viennent  les  trois  livres,  que  nous  allons  examiner 
rapidement  en  séparé : 

I 

26.  Le  premier  livre,  de  deux  centaines  de  pages,  eomprend 
le  Traité  de  navigation  proprement  dit  («De  dvobvs  problematis 
eirca  nauigandi  artem  PETRI  Noxu  Salaciensis  Liber  vnus»), 
page  1-8;  «Petri  Noxii  Salaciensis  de  regulis  &  instrumentis, 
ad  varias  rerum  tam  maritimaru,  quani  <Sc  coelestiam  apparen- 
i ias  deprehendendas  ex  Mathematicis  disciplinis,  Liber  II»,  pages 
8-12,  renfermant  27  chapitres  et  terminant  par  le  petit  opus- 
eule  avec  5  propositions,  intitule:  «In  problema  meclianicum 
AeiSTOTEIIS  de  motu  navigij  ex  remis  Annotatio  vna»,  pages 
121-126  {l)  et  annotations  aux  théoriques  de  PCRBACH  («In 
theoricas  Planetarum  GeoeGII  Purba<  hii  annotationes  aliquot»), 
pages  127-201. 

Les  bilres  des  27  chapitres  sont  les  suivants: 

Cap.  i.  —  De  caria  marina  nautarumúe  planispluerio. 

Cap.  ii  -De  tabula  illa  numeroru  que  nautaévtunlur,  ad 
inue  niendum  quantum  sit  directum  interuallum,  necnon  lon- 
giludinis   diflerentia    inter   qusBnis   duo   loca  in   marina    cbarta 

|icsit;i. 

Cap.  in.-  De  inuenienda  differentia  longitudinis  duorum  lo- 
corura  ex  marina  charla. 

Cap.  iv—  De  solis  declinatione. 


(•)  D'aprèa  1»-  titio  general  cet  opuscule  devrait  suivre  après  les  notes 
aux  théoriquea  dos  planòtes  de  Purbach, 
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Cap.  v  —  De  declinatione  partiam  ecclipticae  per  instrumen- 
tum. 

Cap.  vi — De  instrumentis  quibus  astrorum  altitudines,  &  dis- 
tantia?  copiuntur. 

Cap.  vn  —  De  dislantia  polaris  slellae  a  polo  mundi  árctico, 
&  de  eius  vero  loco.  Modus  ctiã  examinatur,  quo  nauta?  vtuntur 
aá  inueniendum  altitudineni  poli  supra  horizontem  per  stellas 
minoris  vrsae. 

Cap.  viu  —  De  inuenienda  altitudine  poli  per  meridianas  alti- 
tudines solis  &  stellarum  fixarum. 

Cap.  IX  —  De  inuenienda  loci  latitudine  per  radiu  meridia- 
num  antiquas  cânon  noster. 

Cap.  x  —  Examinatur  modus  Petri  Appiani  quo  in  Cosmo- 
graphia  vsus  est,  ad  inueniendum  altitudineni  poli  omni  die, 
por  horam  cognitam. 

Cap.  XI — .lACOBl  Ziegleri  modus  ad  inueniendum  altitudi- 
nem  poli  per  distantiam  Solis  horizontalem  a  meridiano  exami- 
natur. 

Cap.  XII  —  De  varia  Solis  babitudine  ad  verticale  pune t um  in 
differentibus  locis  terra?,  ante  meridiem  &  post,  quod  Zenit 
Solis  appellant. 

Cap.  XIII  —  Ad  inueniendum  altitudineni  poli  per  rádios  So- 
lis, quando  meridiani  situs  dalur  cognitus. 

Cap.  xiv  —  Adiueniendum  altitudineni  poli  per  rádios  Solis, 
etiam  si  meridiani  situs  ignoretur. 

Cap.  XV  —  Ad  inveniendum  altitudineni  poli  per  rádios  Solis 
situ  meridiani  &  declinatione  Solis  ignora  tis. 

Cap.  XVI.  —  Rursus  declinatione  Solis  &  meridiani  situ  igno- 
ratis,  altitudineni  poli  in  plano  vnius  circuliinueni. 

Cap.  XVII  —  Nocturno  tempore  altitudineni  poli  supra  hori- 
zontem inuenire. 

Cap.  XVIII — De  instrumento,  quo  vtráq  Solis  distantia  à  me- 
ridiano per  aquinoctialem  vide  licet  &  per  horisontem  inuenitur, 
&  de  vmbrarum  ratione  ad  gnomonem. 

Cap.  XIX  —  Instrumentam  fabricare,  quo  absque  numerorum 
tabulis  cordas,  atque  sinus  dalorum  arcuum,  necnon  d*  ratione 
aequinoctialis  ad  quemuis  aquidistàtium  inuenire  possis,  & 
quaedam  alia. 

Cap.  XX  —  Datis  latitudinis  &  longiludinibus,  duorum  loco- 
rum  eorum  intercapedinem  me  ti  ri. 

Cap.  xxi  —  De  ijs  quae  praemitti  debent  ad  ducendum  eas 
lineas  in  globo,  quas  nauta?  rumbos  appellant. 

Cap.  XXII  —  Quod  possibile  sit  datum  globuni  rumbis  deli- 
niare. 
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Cap.  xxiii — Tabulam  quandam  numerorum  edere,  cuiusadmi- 
niculo  in  dato  globo  rumbus  quoslibet  describamus. 

Cap.  xxiv  —  De  habitudine  rumborum  tum  ad  poios  mundi, 
tum  ad  se  inuicem. 

Cap.  xxv  —  Quam  habitudine  inter  se  habeant  vnius  atq 
eiusdem  rumbi  segmenta. 

Cap.  XXVI — Propositum  globum  rumbis  deliniare. 

Cap.  xxvn  —  De  Usu  illius  globi,  in  quo  rumbi  descripti  fuerint. 

Les  cinq  propositions  de  1'opuscule  «In  problema  mechani- 
cum  AiílSTOTELiS  de  motu  navig  ex  remis»,  ont  respectivement 
par  titres : 

Prop.  I  —  Si  Remiges  nauigium  mouere  possunt,  maius  semper 
spatium  remi  manubrium  percurrit,  quam  nauigium. 

Prop.  II  —  Si  remi  manubrium  motu  próprio,  &  nauigium 
íequalia  spatia  per  transierit,  fieri  non  poterit,  vt  palmula  mou- 
eatur,  sed  valuti  centrum  immota  manebit. 

Prop.  in  —  Si  remi  manubium  motu  próprio  duplum  cõfe- 
cerit  spatium,  quàm  nauigiútantum  prouehetur  ea  remigatione 
nauigium,  quantum  palmula  retroeesserit. 

Prop.  IV  —  Si  nauigium  minus  spatium  decurrat,  quàm  remi 
manubrium,  sed  supra  dimidium,  magis  prouabetur,  quam  pal- 
mula retroeedat:  si  vero  citra  dimidium  minus. 

Prop.  v  —  Si  celerius  feratur  nauigium,  quàm  remi  manu- 
brium, mouebitur  palmula  in  vlteriora,  nilq  vnquà  retrocedet, 
idq  spatium  decurret,  quo  nauigy  motus  motu  manubrij  superat. 

27  Le  Traité  de  la  navigation  n'est  pas,  comme  on  le  pen- 
serait,  une  traduction  latine,  dans  le  vrai  seus  du  mot,  du  Irailé 
sur  la  carte  marine  et  sur  celui  des  doutes  de  la  navigation  (*), 
mais  plutòt  une  nouvelle  composition,  corrigée  et  développée, 
de  tout  ce  que  renfermait  1'étude  primitive. 

PEDRO  NUNES  en  remaniant  tout  ce  qu'il  avait  écrit  aupara- 
vant  sur  les  cartes  et  sur  le  calcul  des  hauteurs,  examina  et 
proposa  plusieurs  méthodes  de  détermination  dela  latitude  (2), 
en  pleine  mer,  cn  démontrant  la  fausseté  des  régies  d'APlAN  et 
de   JACOB  ZjEGLER;    il    inventa  (pp.   45-46)   un   anneau   divise 


(*)  ( lette  «''dition  est  postórieure  plus  de  30  aias  à  la  publication  du  traité 
de  la  carto  marine  en  portugais,  ce  que  Pedro  Nunes  lui-mêine  1'observe 
à  la  fio  de  son  «  Argvmcntvin  primis  libri»,  savoir:  «Scriptis  deinde  mon- 
daviínuB  anui-  ab  bine  tuginta  commcntario  uno  edito  de  ea  re  Lusitano 
sennoue,  quam  dcnique  lioc  tempore,  ut  non  solum  á  Lusitânia,  sed  etiam 
ab  ilijs  hominiboa  legi  atq;  intelligi  possit  in  Latinuin  vertere  voluimus.» 

(-')  Voyez :  J.  Bensaude,  L'astronomie  nautique  au  Portugal,  etc.,  Bem, 
1912,  pp.  128-129. 
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(annel  graduado),  destine  \\  éviter  les  défauls  de  1'aslrolabe  (*), 
et  présenta  1'idée  (pp.  46-47)  de  la  construction  d'un  nouvel 
instrument  (estormento  de  sombras)  \\  cerele  horizontal,  ou  l'oin- 
bre  d'une  droite  donnait  la  hauteur  du  Soleil  (2),  et  il  s,oecupa 


(1)  Voici  en  ce  qui  consiste  cet  instrument,  (dont  la  description  a  paru 
dans  1'ouvrage  du  cosmographe  Manoel  Pimentel,  Arte  de  navegar,  Lisboa, 
1712,  p.  17,  et  dans  la  Rivista  marítima  italiana  (Roma,  t.  xxvn,  1894, 
p.  186)  qui  était  souvent  préféré  à  l'astrolabe,  pour  conservei*  mieux  la 
verticalité,  et  pour  avoir  une  graduation  double  de 
celle  d'un  astrolabe  ordinaire  de  même  grandeur. 
II  élait  constitué  par  un  colher  de  laiton  ayant  en- 
viron  15  centimètres  de  diamètre  et  2  centimetres 
d'épaisseur.  Une  belière  en  A  (Fig.  1)  servait  à  le 
suspendre. 

A  45°  du  point  A  se  trouvait  un  petít  orifice  C 
évasé  vers  Textérieur  jusqi^en  G  et  F.  Pour  con- 
servei* r equilibre  on  creusait  une  cavité  semblable 
symétriquement  en  D.  Le  pourtour  intérieur  DBE 
de  1'anneau  était  gradue  en  doublps  degrés  nume- 
ro tés  de  0o  à  90°. 

Dès  que,  1'appareil  étant  suspendu  par  sa  be- 
lière et  tourné  vers  le  soleil  par  sa  tranche,  un  rayon  lumineux  pénétrait 
par  1'orifice  C  et  venait  formei  une  image  en  a  sur  1'arc  DBE,  on  y  lisait 
Tangle  Da  égal  à  la  distance  zénitale  de  1'astre. 

A  propôs  d'astrolabe,  il  nous  semble  opportun  de  mentionner  une  lettre 
(Sousa  Viterbo,  O  Instituto,  3e  série,  Coimbre,  t.  49,  1912,  pp.  303-304), 
datée  du  11  novembre  1560,  écrite  à  Tolède,  par  1'embassadeur  de  Por- 
tugal André  Telles,  adressée  au  Sécrétaire  d'Etat  Pedro  d'Alcaçova 
Carneiro,  ou  l'on  parle  d'un  napolitain,  dont  le  nom  n'est  pas  mentionné, 
auteur  d'un  astrolabe,  auquel  Pedro  Nunes  avait  fait  opposition,  ou  pre- 
sente d'objections,  ce  qui  nous  parait  surtout  intéressant,  comme  preuve 
de  intérêt  voué  par  tous  les  fonctionnaires  aux  progrès  des  sciences  nau- 
tiques,  afin  d'assurer  aux  navigateurs  portugais  tous  les  avantages  possi- 
bles  sur  leurs  imitateurs  ou  rivaux. 

(2)  Voici  en  ce  qui  consiste  cet  instrument,  dont  nous  avons  déjà  parle 

à  grands  traits,  destine  à  observer  la  hauteur 
du  Soleil  à  toute  heure  du  jour.  Représentons  par 
NLMP  (Fig.  2)  une  lame  métalique  ayant  les 
faces  parallèles,  et  parfaitement  planes. 

Sur  1'une  des  faces  décrivons  un  cerele  ABJG, 
lequel  est  partagé  en  deux  demi-cercles  par  le 
diamètre  BG.  Menons  le  rayon  CA  perpendi- 
culaire  sur  BG,  et  divisons  les  deux  quadrants 
ACB  et  ACG,  marquant  0o  aux  points  BAG.  Par 
le  point  A  menons  une  droite  DE  tangente  au 
cerele,  et  sur  le  rayon  CA  on  fixe  perpendiculai- 
rement  au  plan  NLMP  une  pièce  métallique 
ayant  la  forme  d'un  triangle  isoscèle  CAS,  dont 
les  côtés  CA  et  AS  sont  égaux. 
Plaçons  cet  appareil,  ainsi  construit,  sur  un  plan  horisontal,  de  façon  à 
pouvoir  se  déplacer  seulement  autour  du  point  C.  Si  l'on  veut  observer  la 
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de  la  solution  d'autres  problèmes  utiles,  comine  celui  de  la  ré- 
trogradation  de  1'ombre  sur  le  quadran  solaire. 

Comnie  nous  avons  déjà  observe,  Pedro  Nunes  fut  le  pre- 
premier  qui  étudia  sous  le  nora  de  rumbus  la  loxodromie  ('), 
courbe  que  tracerait  un  navire  dirige  constamment  suivant  le 
niéme  rumb  de  1'aiguille  (2). 


hauteur  du  soleil,  déplaçons  rinstrument  jusqu'à  1'ombre  de  AS  tombei*  sur 
la  tangente  AF. 

L'ombre  CF  de  1'hypothénuse  CS  coupera  la  circonférence  au  point  V, 
et  Pare  BV  indiquera  la  hauteur  du  soleil  sur  1'horizon. 

Stockler  dans  son  livre:  Ensaio  histórico  sobre  a  origem  e progressos  das 
mathemalicas  en  Portugal,  Paris,  1819,  p.  34,  remarque  que  cet  instrument, 
par  sa  simplicité,  et  étant  convenablement  perfectionné,  pouvait  peut-être 
avoir  encore  application,  et  dont  1'idée  a  conduit  probablement  son  auteur 
à  découvrir  la  propriété  ou  plutôt  1'inconvénient  des  quadrants  solaires  à 
style  vertical,  d'être  le  mouvement  de  son  ombre  deux  fois  retrograde  en 
certains  jours  de  l'an  dans  les  pays  situes  entre  les  tropiques. 

Stokler  observe  aussi  (l.  c.,  p.  142)  qu'on  voit  dans  1'instrument  décrit 
que  le  demi-cercle  BJG  est  absolument  inutile,  et  même  que  tout  1'appa- 
reil  peut  se  reunir  à  une  seule  pendule. 

Cet  instrument  (loc.  cit.,  p.  143)  peut  servir  pour  marquer  la  position  des 
lignes  méridiennee  dans  un  endroit  quelconque  au  moyen  de  1'observation 
de  la  hauteur  correspondante. 

En  tout  temps  (loc.  cit.,  p.  144),  au  moyen  de  la  hauteur  observée  de 
1'heure,  de  lheure  et  de  1'observation,  et  de  1'angle  azimuthal,  on  peut 
determinei-  la  latitude  de  1'endroit  de  l'observation. 

(1)  Dénomination  proposée  par  Snbllius  (Tiphys  Baiavus  sive  hisliodro- 
mica  de  navium  cursibus,  et  re  navali,  Lugduni  Batavorum,  1624,  p.  27. 

(2)  II  será  d'un  certain  intérêt  de  transcrire  ici  les  passages  suivants, 
de  deux  remarquables  écrits,  qui  confirment,  en  efiet,  que  Pedro  Nukes  a 
pose  les  premiers  traits  de  la  théorie  de  la  loxodromie. 

«Deu  grossen  und  fúr  mathematisch-geschult  Kopfe  gewiss  ira  hõchsten 
Grade  anstõssigen  Fehler,  welchen  man  durch  Verwechselung  der  wirkli- 
chen  Loxodrorne  mit  einem  Kugelkreis  oder  gar  mit  einer  Geraden  begieng, 
bemerkte  und  bescitigte  ais  der  Erste  jener  hochwerdiente  portugersische 
Mathcmatiker,  welchem  seit  je  einer  der  ersten  Ehrenfhiitze  unter  seinen 
Zeitgenossen  cingerâumt  zu  werden  pflegt.  Die  Historikcr,  z.  B  —  Chalés 
(Geschichte  der  Geometrie,  deutsch  von  Sohncke.  Halle,  1839.  S.  136), 
erwftbaen  durcheweg  riihmend  des  grossen  son  Nunez  angebahnten  Forts- 
chrittes,  und  in  der  That  ist  die  betieffende  Leistung,  sei  es  dass  man 
speziell  die  dadurch  bewirkte  Fõrderung  des  nautischen  Wissens  oder 
den  betrachtlichen  Gewinn  an  rein-mathematischer  Erkenntuiss  in's  Auge 
fasst,  gewiss  den  anderen  beriihmten  Geistesthaten  des  universellen 
Manncs  gleichzustellenu  (g.  Gúntiier,  Studienzur  Gcschichtemathematischcn 
und  vhynkalischen  Geographie.  Ilalle  a/=5  1879,  p.  341 ). 

«Die  dritte  Scrift  gleichen  Druckjahres  und  gleichen  Druckorts  wie  die 
die  eben  genaunte  heisst  De  arte  atque  ratione  navigandi.  Von  einem  Punkte 
der  Mcersoberflfiche  zum  anderen  fiihren  zahllose  Wege.  Einer  derselben 
ist  der  karzeste  und  wiirde,  wãre  die  Meeresoberfláche  eben,  eine  gerade 
Liniesein.  Das  war  auch  die  ursprungliche  Meinung  der  Seefahrer,  welche 
in  gerarder  Linie  zu  segeln  vermeinter,  wenn  sie  die  Richtung  zum  Bee- 
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Considérant  les  défauts  des  cartes  planes  en  usag^e  de  son 
temps,  il  cbercha  à  les  rectifier,  et  dans  ce  but  il  examina 
(Cbap.  21  à  27,  pp.  101-121)  les  lignes  loxodromiques,  en  dé- 
couvrit  plusieurs  propriétés,  et  proposa  la  construction  d'une 
table  astronomique  (p.  110),  rcglant  la  derive  par  des  angles 
de  45  dégrés  ou  rhunibs. 

Bien  que  dans  la  théorie  exposée  l'on  ait  depuis  remarque 
des  erreurs,  il  est  certain  que  ee  fui  Pedro  Nunes  qui  montra 
la  voie(1),  pour  que  cette  théorie  reçút  les  additions  et  les  per- 
fectionnements  que  plus  tard  lui  donnerent  des  géomètres  cé- 
lebres, tels  que  Snellius,  Wright,  Stevin,  Dechasles,  Hal- 
ley,  Riccioli,  Walz,  Maupertius,  Leibniz,  Bernoulli,  Euler, 
SlMPSOX,  Schubert,  etc.  Gependant,  Terreur  la  plus  impor- 
tante que  Pedro  Nunes  a  commise,  ce  fui  de  supposer  que  les 
cosinus  des  latitudes  des  points  de  la  loxodromie,  équidistants 
en  longitude,  sont  en  proportion  continue,  parce  que  cette 
propriété  se  vérifie  a  la  fois  dans  les  tangentes  et  cotangentes 
des  moitiés  des  complements  des  latitudes,  ou  des  demi-dis- 
tances  au  pôle.  Ce  fut  SlMON  Stevin  qui,  le  premier,  reconnut 
1'erreur  de  Pedro  Nunes  (2).  II  corrigea  et  publia  alors  une 
théorie  plus  exacte  des  lignes  loxodromiques  (3). 


tiininungsort  unveran  dert  festhielten.  Nonius  war  der  Erste,  welcher  es 
aussprach,  dass  die  Schiffsbalm,  welche  sãmmtliche  Meridiane  der  Erdober 
flãche  unter  gleichem  spizten  Winkel  schneidet,  ais  auf  einer  Kugel  ver 
laufend  keine  grade  Linie,  aber  auch  kein  Grõssterkreis  der  Erdkugel 
und  ebensowenig  ein  aus  Stucken  von  Gròsstenkreisen  zusammengesetzter 
Weg  sein  konne. 

«Sie  sei  vielmehr  durch  das  Zusammenwirken  zweier,  unter  Unstãnden 
meherer  KrSfte  zu  Stande  gekommen,  gleiche  wie  die  Spirale  durch  zwei 
vereinigte  Bewegungen  entsteht,  und  sei  eine  eigenartige  Linie,  rumbus. 
Damit  war  die  Entdeckung  derjenigen  Linie  doppelter  Kriimmuug  vol- 
lzogen,  welche  am  Aufange  desxvn.  Jahrhunderts  durch  Willebrord  Snel- 
lius den  namen  Laxodrome  erhield.»  Moritz  Cantou,  Vorlcsungen  iiber 
Geschichte  der  Mathematik.  Leipzig,  t.  n,  Leipzig,  1892,  p.  358). 

(')  «No  acerto,  sin  embargo,  aquel  profundo  matemático  (Pedro  Nunes) 
á  exponer  la  \erdadera  teoria  de  la  curva  loxodrómica  y  la  de  las  cartas 
esféricas  ó  reducidas,  que  se  desprenden  sin  grande  csfuerzo  de  sus  mísmas 
consideraciones;  peio,  sin  embargo,  desde  entonces  el  pilotage  geométrico 
formo  un  cuerpo  de  doctrina  cuyo  desarrollo  dependió  ya  casi  exclusivamente 
de  los  adelantos  de  las  ciências  matemáticas  y  físicas.»  i  Discursos  leidos  ante 
la  Real  academia  de  ciências  exactas,  fisicas  y  naturales,  en  la  recepción  pú- 
blica dei  excmo.  sr.  Dou  Acisclo  Fernandes  Vallin,  Madrid,  1893,  p.  90). 

(2)  Albert  Girard,  Les  ozuvres  mathématiques  de  Simon  Stevin,  de  Bru- 
ges, Leyde,  1584.  (Le  vol.  n  traitant  de  la  Cosinographie,  4eill<1  livre  de  la 
géographie).  (De  Vhisliodvomie  ou  conrs  des  navires.  Appendice,  p.  1G6). 

Pour  ofirir  un  certain  intérêt  historique  la  critique  que  le  gcomètre  fla- 
mand  fit  à  1'étude  de  Pedro  Nunes,  nous  1'avons  transcrit  dans  O  Instituto, 
3e  série,  t.  xlviii,  1901,  pp.  778-780). 

(3)  Md.,  pp.  167  e  168. 
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Bien  que  Pétude  de  la  loxodromie  n'ait  qu'un  intérét  théo- 
rique,  comine  le  remarque  Vaxnson  (l)  celie  courbe  avait  be- 
soin  d'une  synthèse  que  ]ui  a  donnée  M.  le  Dr.  S.  Gíínther, 
professeur  à  lEcole  Polytechnique  de  Munich  (2j. 

A  la  fin  de  ce  livre  et,  à  vrai  dire,  comine  dernier  chapitre, 
il  vient  un  petit  opuseule  (In  Problema  mechanicum  Aristotelis  de 
Motu  navigii  ex-remis,  Annolalio  una)  ou  Pedro  NUNES  com- 
menle  le  problème  d'ARlSTOTE  sur  le  vaisseau  manoeuvré  a  ra- 
mes,  et  ce  fut  beaueoup  pour  le  temps  que  la  solution  de  ce 
problème. 

Eu  effet,  la  mécanique  n'avait  fait  prcsque  aucun  progrès ; 
ou  ignorait  les  lois  du  mouvemeut;  la  théorie  de  la  statique  et 
surtout  celle  lhydrodynamique  était  eucore  bien  arriérée,  et 
les  travaux  des  savants  concernant  la  mécanique  se  réduisaient 
à  peine  a  eommenter  les  questions  mécaniques  dARiSTOTE. 

La  marche  suivie  par  Pedro  Nunes  fut  donc  de  se  borner  à 
expliquer  et  \\  illustrer  la  doctrine  du  philosopbe  sur  ce  pro- 
blème, qu'il  avait  déjà  traité  dans  les  leçons  de  mécanique  lues 
;t  ses  élèves  a  1'Université  de  Coimbre. 

En  terminant,  nous  devrons  dire  que  ce  Traité  de  navigation, 
quoique  impar  fait  et  incomplet  en  certains  points,  renferme 
toute  la  doctrine  de  1'astronomie  nautique,  dont  Pedro  Nunes 
dissipa  les  erreurs  et  dont  il  posa  les  bases  fondamentales.  Ce- 
pendant,  ses  principes  ne  furent  pas  généralement  admis  et 
quelques  uns  furent  Pobjet  d'une  judicieuse  critique  de  la  part 
de  mathématiciens  distingues. 

27.  Au  Traité  de  navigation,  et  dans  le  mème  volume,  succè- 
dent  les  notes  h  la  théorie  des  planètes  de  Geokcie  Purbach 
(In  lheoricas  P/anetarum  annolationes  aliquot). 

Ce  fut  en  1460  que  parurent  les  Théoriques  des  planètes  de 
PURBACH,  (lesquelles  furent  regardées  comine  la  suite  du  Traité 
de  la  Sphère  de  Sacko  BOSCO  (3J,  préparant  pour  1'étude  des 


(•)  \ouvelle8  annales  de  mathématiqnes,  Paris,  lere  série,  t.  xix,  1861, 
1>.  81. 

(-)  Studien  .///  gesechichie  dei'  mathematischen  und physikalischen  geogra- 
phie.  Ilalle  »/„  2«  partie,  1879,  pp.  333-407. 

voyez  :m->i :   le  comptc-rendu  de  ce  inémoire  fait  par  M.  Brocabd  (Bal- 

Ittin  des  x-iences  mathémaliquea,  Paris,  2e  série,  1879,  lere  partie,  pp.  329- 

;    Nouvelles  annales  de  mathématiqnes,   Paris,  4e  série,  t.  xx,   1861, 

pp.  31-11,  229-23  I;   L888,  pp.  486-502;  Journal  de  mathematiques  spéciales 

(LouGCHAMPs),  Paris,  2e  série,  t.  iv,  1885,  pp.  85-86. 

(3)  M.  Brocard,  au  sujet  de  Sacro  Bosco  a  été  porte  à  douter  de  son 
existence  historique.  A  son  avis,  c'est  três  probablement  une  raison  sociale 
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livres  de  PtolÉmée,  livre  fameux  qui  eut  un  succès  parei  1  à 
celui  de  la  Sphère  de  Sacho  BOSCO  PURBACH  dans  sa  Theorioe, 
novce  planelarum  a  tâché  de  corriger  PTOLÉMÉE  et  les  astro- 
nomes  d'ALFONSE  X. 

II  conimence  par  la  théorique  du  Solei],  à  laquelle  il  s'en- 
suit  les  ihéoriques  de  la  Lune,  les  trois  planeies  supérieures,  de 
Vénus  et  de  Mercure;  il  termine  par  l'étude  du  triple  mouve- 
ment  de  lhuitième  sphère,  ou  sont  situées  les  étoiles  fixes, 
aussi  nommées  Firmement. 

Purbach  reprend  1'opinion  de  la  solidité  des  cicux  réfutée 
par  PtolÉmée. 

Cet  ouvrage  de  Pukbach  a  eu  la  méme  destinée  de  celui  de 
Sacro  Bosco,  étant  plusieurs  fois  reproduit  et  commenté. 

Parnú  les  commentateurs  se  distingue  Pedro  Nunes. 

Le  grand-cosmographe  manifeste  un  grand  savoir  et  une 
étude  profonde  de  1'Almageste  de  PTOLÉMÉE,  dont  PURBACB 
prétendait  perfeclionner  le  système,  et  il  prouve  aussi  que  son 
exeessive  vénération  envers  les  géomètres  de  1'antiquité  fut  le 
seul  motif  qui  le  détourna  d'adopter  plutôt  lélégant  système 
de  Copernic,  son  eontemporain,  au  lieu  de  la  théorie  de  Pto- 
LÉMÉe,  qui  pour  satisfaire  h  la  science  de  Pépoque  exigeait 
déja  une  telle  eomplication. 

NUNES  explique  ce  qui  avait  de  plus  obscur  dans  le  livre  de 
PURBACH,  corrigeant  ce  qui  fut  mal  compris  par  les  inter- 
pretes de  PtolÉmée,  ou  non  suffisamment  démontré(,j,  parce 
que  Purbach  et  d'autres  auteurs,  lors  de  1'interprétation  de 
PtolÉmée,  vu  qu'ils  ignoraient  le  grec,  avaient  suivi  les  tra- 
ductions  peu  exactes,  laites  par  des  personnes  qui  ne  coimais- 
saient  pas  les  sciences  mathématiques. 

Les  notes  de  Pedro  Nunes  aux  théoriques  de  Purbach  sont 
três  estimables,  car  il  y  débrouille  plusieurs  sujets  dont  on 
n'avait  encore  parle,  ou  que  Pon  avait  mal  entendues. 

Delambre  aprecie  assez  élogieusement  le  travail  de  Pedro 
Nunes  (2). 


ou  une  signature  de  convention  ainsi  qu'il  Ta  signalé  à  M.  Enestrõn  dans 
1'extrait  d'un  livre  de  Piereb  Josrpii  (pseudonyme  du  P.  Jos.  de  Haitze) 
Cologne,  1G96,  dont  lc  ritre  est:  Les  moines  empruntez  (voir  t.  ii,  eh.  xm, 

(')  «Peteus  Noxius  Salaciensis  annotaíionis  fecit  in  theoricas  Purbachii, 
in  quibus  explicat  qiue  videbantur  obscuriora,  aut  non  satis  demonstrata. 

«Opus  quidein  bonum,  bonam  continet  doctrinam  sed  male  explicatam.» 
(Dechales,  Cursus  seu  Mandas  mathematicus,  t,  i,  Lugdvni,  1690).  (Depro- 
gressu  matheseos  &  illustrihus  mathematicis,  p.  85). 

(2)  Histoire  de  Vastronomie  du  moyen  age,  Paris,  1819,  t.  n,  pp.  274-280. 
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VOSSIUS  le  loue  aussi  (4),  ainsi  que  DecháSLES  (2),  bien  que 
ce  célebre  mathématicicn  accuse  NUNES  d'obscurité  qui  paríbis 
on  en  remarque. 

D'après  Barboza  Machado  (Bibliolheca  lusitana ,  Lisboa,  1752, 
t.  iii,  p.  606),  une  3e  édition,  par  A.  Maris,  de  ee  Traité  (ren- 
fermant  les  deux  livres  de  1'art  de  naviguer,  et  les  annotations 
à  la  mécanique  de  Aristote  et  aux  théoriques  de  G.  Purbach) 
a  paru  à  Coimbre  en  1578  (3),  mais  nous  nen  signalons  aucun 
exemplaire  dans  les  bibliothèques. 


II 

28.  L'autre  livre  qui  suit  dans  le  mème  volume,  a  trait  a  la 
réfutation  par  Pedro  Nunes  des  erreurs  de  Oroxce  Fixe,  qui 
s'imaginait  avoir  trouvé  la  quadrature  du  cercle,  la  trisection 
de  1'angle,  la  duplication  du  cube,  etc,  ee  qui  était  bien  extra- 
vagant  pour  un  professeur  du  Collège  de  France  (4). 

Le  titre  de  ce  traité  est  le  suivant : 

De  erratis  OrOX  |  th  Fixcei,  Regii  Mathemalica  \ 
rvm  Lvtelice  Pr  o  |  jessGris  j.  Qui  putavií  inter  duas 
datas  líneas,  binas  medias  propor  \  tionales  sub  continua 
proportione  inuenisse,  circu  |  lum  quadrasse,  cubum  du- 
plicasse, mullangu  \  lum  quodcunque  rectilineum  in 
circulo  |  describendi,  a  riem  tradidisse  êÇ  lon  |  gitudinis 
loco  rum  diffe/entias  |  aliter,  quàm  per  eclipses  lu  |  naves, 
etia  dato  quo  \xiis  tempore,  mani\  festas  fecisse.  PETRI 
Noxil  Salaciensis  |  Liber  unus. 

La  lere  édition  date  de  1546  (5),  imprimée  a  Coimbre,  dans 


(*)  i  Xot.i-  cjus  in  PuRiJAcniuM  laudaotur,  tim  ab  acumine  &  perspicui- 
tate  tim  etiam  quod  multa  dicat  aliis  indicta;  variosque  aliorum  corrigit 
errores. o  (De  Scientiis  Mathematicis,  Amstelredami,  1660,  cap.  36,  n°  13, 
p.  191). 

I2)  «Ilsibet  item  annotationoes  in  theoricas  Purbachii,  qase  faciunt  ad 
intelligentiam  pleniorem.»  (Cursus  sev  mathemalicus,  Lugdvni,  t.  i,  1690, 
D'  proaresõu  matheseos  &  illustribns  mathematicis,  cap.  5,  p   48). 

(3)  Aussi  on  la  voit  mentionnée  dans  le  Catalogo  dos  autores  e  obras, 
que  se  lerá  o,  t  i/ne  se  tomarão  as  autoridades  para  a  composição  do  Diccio- 
nario  da  língua  portuguesa,  Lisboa,  1793,  p.  138. 

(4)  <-lSic  macht  gagen  den  damals  auf  der  Hõbe  seines  Ruhmes  stehanden 
paríser  Lebrer  Front  »  (Moritz  Cantor,  Vorlesungen  iiber  Geschichte  der 
Mathematih,  Leipzig,  t.  n,  1892,  p.  358). 

(5)  Cette  édition  est  extrémement  rare.  Nous  ne  signalons  que  quatre 
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r«ex-offieina  Iòannis  Barreri  el  Ioannis  Alvari»,  et  non  chez  A. 
Maris,  comine  1'affirme  Rujeiro  dos  Santos  (1).  La  2e  édition 
est  de  1571,  publiée  à  Coimbre  par  António  Mariz  (2)  (excude- 
bat  Antonius  à  Marijs).  Or,  c'est  justement  cette  édition,  ou  on 
a  mis  un  3  sur  le  chiffre  1  de  la  date  1571  (3),  qui  a  été  réunie 
au  volume  de  De  arte  atque  ralione  navigandi,  renfennant  cet 
opuscule  56  pages  (4). 

Oronce  Fine  publia  à  Paris,  en  1544,  un  ouvrage  (5)  oíi  il 
se  proposait  de  trouver  la  quadrature  du  cercle,  la  triseetion 
de  1'angle,  la  duplica tion  du  cube,  Pinseription  générale  d'un 
polynome  quelconque  dans  la  circonférence  et  les  longitudes. 

Pedro  Nunes,  au  dire  de  Ribeiro  dos  Santos  (6),  avait  déjà 
voulu  avertir  Oronce  Fine  des  erreurs  qu'il  avait  commises 
dans  ses  premiers  ouvrages,  et  voyant  qu'il  ne  s'écartait  pas  et 
qu  il  continuait  a  eommettre  des  erreurs,  se  decida  à  publicr 
cet  opuscule  De  erralis  ORONTII  Fincei,  afin  de  les  réfuter. 

Pedro  Nunes  en  montre  d'abord  que  Fine  s'était  trompé 
en  croyant  avoir  trouvé  entre  deux  lignes  données,  les  deux 
moyennes  proportionelles,  sous  une  proportion  continue,  et 
qu'il  n'avait  pas  mieux  réussi  quand  il  supposait  avoir  résolu  le 
problème  de  la  triseetion,  ainsi  que  celui  de  la  duplication  du 
cube. 


exemplaires:  Tun  existant  à  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris  (Rés.  V.  125), 
un  autre  à  celle  de  la  Société  provincial e  des  sciences  de  Utrecht,  un 
troisième  à  celle  de  1'Université  de  Utrecht  (P.  foi.  264)  et  le  quatrième  à 
la  nationale  de  Victor  Manuel  de  Rome  (14.  12.  Q.  34). 

(!)  Memorias  de  litteratura  portugueza  publicadas  pela  Academia  real 
das  sciencias  de  Lisboa,  Lisboa,  t.  vn,  1906,  p.  268. 

(2)  Une  copie  manuscrite  de  cette  édition  existe  dans  la  Bibliothèque 
de  1'Observatoiie  astronomique  de  1'Université  de  Coimbre. 

Um  exemplaire  de  cette  édition  existe  à  1'Ecole  des  ingénieurs  de  Rome, 
et  un  autre  à  celle  de  la  ville  de  Lille  (n°  1337  du  Catalogue,  Sciences  et 
arts,  1839,  p.  215).  Un  autre  avec  la  date  déjà  de  1573  se  trouve  dans  le 
Bibliothèque  Bodleian  d'Oxford  (Savile  N.  12,  E.  s  1.  H.  1.  21.  Art. 
Seld). 

(3)  L'éditeur  a  fait  ceei  probablement  pour  éviter  de  prendre  de  nou- 
velle  dispense,  puis  qu'en  general  son  obtention  était  assez  lente  et  dis- 
pendieuse. 

(4)  Deux  extraits  à  part  existent  à  la  Bibliothèque  rVEvora  [Gab.  E.  5 
—  C.  2  d.  n"  3  e  4  (96  e  97)]. 

(5)  Quadratura  circvli  tandem  invente,  etc. ;  De  circuli  mensure  et  ratione 
circumferenticc  addiametrum;  De  multangidorum  omnium  et  regularium  figu- 
rarum  descriptione ;  De  invenienda  longitudinis  lucorvm  differentia,  aliter 
quam  per  lunaris  eclipses,  etiam  dato  quovis  tempore,  liber  admodum  singu- 
laris;  Pla?iisphcerium  geometricum,  etc.  Lutelise  Parisiorum,  1514. 

(6)  Loc.  cit,  pp.  26G-2G7. 
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Pedro  Nunes  fait  voir  ensuite  qu'il  n'avait  résolu  non  plus 
la  quadrature  du  cercle,  comme  il  le  prélendait,  ni  obtenu  la 
rectification  de  la  circonférence,  et  il  expose,  à  ce  propôs,  la 
rigoureuse  démonstralion  1'Archdiède  sur  la  valeur  de  x.  II 
montre  encore  que  FixÉ  se  trompa  dans  sa  métbode  pour  ins- 
crire  à  un  cercle  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de 
côtés  et  dans  la  recherche  de  la  longitude.  Enfin,  il  releve 
aussi  des  fautes  dans  la  description  des  cadrans  nocturnes  et 
des  horloges  solaires  horisontales  ou  verticales. 

Ci-après  nous  donnons  les  titres  des  chapitres  de  1'opuscule 
de  NuxES : 

Cap.  1  —  Modus  Oronth  Fincei  ad  inueniendum  inter  duas 
datas  rectas  lineas,  binas  alias  sub  eadem  ratione  continue  pro- 
portionales. 

Cap.  2 — Modus  Platoxis  ad  inveniendum  inter  duas  datas 
lineas  binas  medias  continue  proportionales,  quem  OROXTIUS 
parti m  imitatur,  partim  perficere  conatur. 

Cap.  3  (Reprehensio  i)  —  Oroxtium  Fixceum  hallucinalum 
esse  circa  inueniionem  duarum  mediarum  proportionalium,  ob 
ignorantiam  elementorum  geometricorum  sexli  libri  EUCLIDIS. 

Cap.  4  (Reprehensio  u)  —  Oroxtium  Finceum  errasse  circa 
inuetionem  duorum  mediarum  proportionaliu,  ob  imperitiam 
artis  demonstrãdi. 

Cap.  5  (Reprehensio  ni)  —  Euidenti  ac  necessária  ratioue 
concludi,  eas  duas  rectas  lineas,  quas  Oroxtius  Fixceus  me- 
dias proportionales  constituit  veras  non  esse:  sed  alteram  su- 
perara instam  magnitudinê  alteiam  non  implere. 

Cap.  6  (Reprehensio  iv)  —  Oroxtii  Fixcei  instrumentum  non 
veras  indicare  medias  proportionales. 

Cap.  7  (Reprehensio  V)  —  Oroxtium  FiXCEUM  in  universum 
errasse  circa  inventionem  duarum  mediarum  proportionalium 
inter  datas  lineas  quorum  minor  dimidium  majoris  superat. 

Cap.  8  (Reprehensio  vi)  —  Oroxtium  Fixceum  etiam  circa 
inventionem  mediarum  proportionalium  inter  duas  rectas  lineas 
quarum  minor  dupla  est  minoris :  et  proinde  cubum  minime  du- 
plicasse evidentor  demonstratur. 

Cap.  9— Modus  Oroxtii  Fixcei  ad  quadrandum  circulum. 

Cap  10  (Reprehensio  vil)  — INeque  Oroxtium  circulum  qua- 
drasse, neque  rectam  lineam  requalem  circumíerentice  inuenisse. 

Cap.  I  1  (Reprehensio  vm)  —  Archimedem  verè  demonstrasse 
circuli  circumferentiam  tercontinere  diametrum,  et  partem  prse- 
terea  paulo  minorem  septima  eiusdem  diametri,  maiorem  vero 
decem  septuagesimis  primis:  vt  liquido  appareat  quam  temerè 
quàm    falso,   quã  ignoranter,  asserat   Oroxtius   aduersus   Ar- 
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CHIMEDEM,  rationem  circumferentiae  ad  diametrum  tripla  resqui- 
septima  maiore  esse. 

Cap.  12  (Reprehensio  IX) —  ORONTIUM  in  protomathesi  non 
rectè  tradidisse  inuentum  Archdiedls  de  ratione  circumforentia? 
ad  diametrum. 

Cap.  13  (Reprehensio  x)  —  Quadraturam  aliam  eireuli  ab 
ORONTIO  exeogitatum,  quam  in  protomathesi  tradidit,  falsam 
esse. 

Cap.  14  (Reprehensio  xi) — ORONTII  Finíei  inventum  de 
rectilinearum  figurarum  descriptione  meram  esse  hallucina- 
tionem. 

Cap.  15  (Raprehensio  xn) —  Orontium  vehementer  errasse 
in  investigatione  longitudinis  locorum,  ob  ignorantiam  primoru 
rudimentoru  astrologia. 

Cap.  1 6  (Reprehensio  XIli)  —  Vehementer  etiam  errasse  ORON- 
TIUM,  in  inuestig-anda  longitudine  atque  latitudine  ejus  loci, 
cuius  distantia  itineris  à  radicali  una  compositionis  angulo  co- 
gnita  fuerit. 

Cap.  17  (Reprehensio  xiv)  —  Orontium  errasse  cirea  ratio- 
num  eompositionem  et  magnitudinum  proportionalium  defini- 
tiones. 

Cap.  18  (Reprehensio  xv)  —  Orontium  aperte  errasse  in  Ho- 
rology  nocturni  descriptione. 

Cap.  19  (Reprehensio  xvi) — Orontium  Finceum  falsas  tra- 
didisse horizontalium  et  verticalium  Horologiorum  descriptiones. 

ORONCE  Fine  eút  certainement  connaissance  de  1  opuscule 
publié  par  Pedro  Nunes,  mais  il  n'y  preta  pas  d'attention,  car 
en  mourant  il  pria,  d'après  MONTUCLA,  son  a  mi  le  baron  MÉZAUL 
DE  Montluçon,  d'en  faire  une  nouvelle  éditiou,  qui  a  paru 
à  Paris  en  1555  (1'année  mème  du  décès  dOKONCE  FiNÉj,  sous 
le  titre :  De  rebus  malhemalicis  hactenus  clesidei  atis). 

Cetle  fois,  ce  fut  Jean  RutÉon  qui  refuta  les  erreurs  de  son 
maitre  FlNÉ,  dans  son  livre:  De  quadratura  circuli ,  publié  à 
Lyon  en  1559. 

111 


29.  Le  dernier  livre  qui  renferme  le  volume  est  la  seconde 
édition  du  Traité  De  Crepusculis  liber  unus,  laquelle  comprènd 
63  pages.  Cette  seconde  édition  du  célebre  ouvrage  dont  nous 
avons  parle,  est  de  1571,  par  António  Maris,  mais  en  Pincor- 
porant    dans    le    volume    De  ai  le  a/que  rationi  nacigandi,   on  a 
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mis  aussi  im  3  sur  le  chiffre   1   de   1571,  de  même  que  dans  le 
traité  antérieur  De  erralis  OkoXCE  FlXCEI  ('). 

Cette  édition  ne  diííère  absolument  rien  de  la  lere  édition  de 
1542,  en  ce  qui  concerne  les  matières.  La  difference  est  seule- 
ment  dans  le  forma t,  et  dans  la  disposition  des  matières,  en 
deux  colonnes,  dans  la  2e  édition. 

30.  Ce  remarquable  ouvrage  De  arte  alque  ralione  navigandi 
fut  réemprimé  (mais  un  peu  remané)  à  Bale,  en  1566  et  en 
1592,  étant  ces  deux  éditions  assez  répandues.  Elles  se  trouvent, 
en  effet,  un  peut  partout. 

L'édition  de  1566  (-),  qui  est  a  vrai  dire  la  réimpression  de 
celle  de  Coímbre  de  15  4  6,  constitue  un  volume  de  307  pages 
numero tées,  outre  12  pages  sans  numération,  au  commence- 
ment.  Cliaque  page  complete  a  40  ligues  avec  52  lettres,  en 
movenne,  en  une  scule  colonne. 

Le  formal  est  de  0ra,296  x  0m,198  (et  de  0m,238  x  Om,137  de 
comp.).  Le  papier  a  des  lignes  parallèles  de  haut  en  bas  en  fili- 
granne. 

La  page  de  titre  est  telle  qui  se  suit : 

Petri   No  j  xn   salaciensis    opera,    qvae   comple- 
ctvntor,  |  primvm,   d  vos    libros  j  in   qvorvm   priore 


(1)  Un  exemplaire  de  1571,  avec  la  date  de  1573,  se  trouve  dans  la  Bi- 
bliothèque  Bodleian  d'Oxford  (H.  1.  21.  Art.  Seld.  Savile.  E.  z  1). 

(2)  A  notre  connaissance  il  y  a  des  exemplaires  de  cette  édition  aux 
Bibliothèques  suivantes:  Nationale  de  Lisbonne  (n°656bleu),  de  1'Univer- 

de  Budapest,  nationale  de  Palerme,  de  1'Université  de  Bale,  impériale 
de  St.  Petersbourg  (6.  81.  1.  6),  de  1'Université  de  Yarsovie,  royale  de 
Dresde  (Xaut.  11),  impériale  et  royale  de  Vienne  (72  R.  60),  royale  de 
<  "penhague,  royale  de  Berlin,  royale  de  Munich,  de  1'Université  de  Cra- 
crovie,  nationale  centrale  de  Florence,  de  1'Université  de  Gõttingue  (Foi. 
Mathemat  18),  du  Commeree  dllambourg,  de  TUniversité  de  Kõnigsberg 
(Mc.  69.2°)  de  la  viliede  Bordeaux  (n°  7008),  de  la  ville  deGenève  ín°46J), 
de  la  Kochelle  (n°  1566),  de  Troyes  (iv>  6406),  de  l'Université  de  Louvain 
ísciencee  59),  de  PUniversité  de  Erlangen  (2o  Math  I,  998r),  nationale  de 
Sr.  Maré  à  Vénise  (40.  D.  250),  de  1'Université  de  Breslau  (Phvs.  IV. 
Foi.  4"1),  de  1'Université  de  Padoue,  de  1'Observatoire  do.  Paris  (n°  1098;, 
Bodleian  Library  d'Oxford  (Savile  P.  5.  S  b8  Jur.),  de  1'Institut  et  obser- 
vatoire  de  marine  de  San  Fernando  (Cadix),  de  1'Université  de  Iena 
(f.  Math,  I,  4),  de  1'Université  de  Tubingen,  de  1'Université  de  Prague 
V  10,  adUgatum),  de  1'Université  de  Berlin,  de  la  Société  des  sciences 
natuielles  de  Zorich,  de  1'Ecole  polytechnique  de  Zurich,  nationale  de 
Paris  { V.  237G),  de  1'Université  de  Munster  (M3  =  302),  de  1  Université  de 
Bologne,  Palatine  de  Parme  (Misc.  Parm.  f.°,  25),  municipale  classée  de  la 
ville  de  Marseille,  de  1'Université  de  Halle,  de  Trinity  College  de  Dublin 
(EE.  dd.  37),  de  1'Université  de  Glasgow  [Bi  l  —  á  5). 
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tractan  |  tor  pulehenima  problemata  |  in  altero  tra- 
duntur  ex  Mathematieis  disciplinis  regula»  d  instrus  | 
menta  artis  nauigandi,  quibusvani  rerum  astrono- 
micarum  |  cpatvojJLSva  circa  coelestium  corporum  mo- 
tas ex  |  plorare  possumus. 

Deinde,  Annotationes  in  Aristotelis  Problema 
Mechani  |  cum  de  Motu  nauigij  ex  remisj. 

Postremo,  Annolaiiones  in  Planetarum  Theoricas 
GEORGII  Purba  I  CHII,  quibus  multa  bactenus  per- 
peram  intellecta,  ab  alijsq;  praHerila  exponuntur. 
Qiue  quemadmadum  mole  exigua  uidentur,  ita  uir- 
tute  inj  gentia,  Leelor  candide,  intelliges  [.  (Marque 
(Vimprimeur  Sebastien  Henricpetrus:  une  main  lenant 
un  marteau  qui  élincele  sur  un  rocher).  Cum  Gratia 
&  Priuilegio  Coe  |  faru  Magest  |.  Basilae,  Ex-officina 
Henrie  |  Petrina. 

A  la  dernière  page  on  lil : 

Basilí»,  ex-Ofticina  Henriepetrina  |  anno  MD'LXVI, 
mense  |  septembri. 

La  distribution  des  malières  est  faite  de  la  manière  suivante: 

Page  s 
PetRVS  NONIUS  Salasiensis  ad  Leclorem.   Prteei- 
pia?  Sententiae  prioiiis  libiis.   Kerum  astrono- 

miearvm  problemata  Geométrica 1-12 

De  regulis  &  instrumentis  ad  uarias  rerum  tam- 
meritimarum  quan  &  coelestium  apparentias 
deprehendendas,    ex    Matbematicis    disciplinis 

Liber  ir 13-196 

In  theoricas  planetarum  GEORGII  Pvrbachii  an- 

nolationes  aliquot 197-307 

31.  L'édition  de   1592(1),    qui  est   à    vrai   dire   la  réimpres- 
sion   de  celle  de   Coimbre  en    1573,   constitue   un   volume   de 


(!)  A  notre  connaisssance  il  y  a  des  exemplaires  de  cette  édition  aux 
Bíbliothèques  suivantes  :  Observatoire  astronomique  de  Tapada  (Lisbonne), 
d u  Palais  d' Ajuda  (37  —  XIV  —  3õ),  de  1'Observatoire  astronomique  de 
Pulkova  (section  n  du  vol.  i  de  18G0  du  Catalogue),  royale  de  Copenhague, 
royale  de  Munieh,  royale  de  Bruxelles  (V.  4848),  de  lTniversité  de  Stras- 
bourg,  de  1'Observatoire  royal  de  Belgiquc  fn°  77%),  nationale  de  Ma- 
drid, British  Museum  (528  n.  U),  royale  de  Berlin,  de  1'Université  de  Bale 

Vol.  ix  —  N,"  i  3 
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439  pages  númérolées,  chaque  page  complete  ayant  40  lignes 
en  un  seule  colonne,  avec  52  lignes  en  moyenne. 

Lc  formal  est  de  Om,350  x  0m,2  10,  ou  de  0ra,2í0x0mJ35  de 

LO?/)/). 

Le  papier  a  de  filigranne  constitué  par  des  lignes  parallèles 
dirigées  dans   les  sens  de  la  plus  grande  dimension  du  papier. 
Dans  la  page  de  titrc  on  trouvé  celui  qui  se  suit : 

Petri  Nonii  I  Salaciensis  |  Opera  |  Qure  eomple- 
ctunter  primum,  |  Dvos  Libros,  in  qvorvm  priore 
tra  |  clantur  pulcherríma  Problcmata  in  altero  |  Tra- 
rfunlur  ex  Malhemalicis  disciplinis  regulce  áf  instru- 
menta Arlis  Na  |  vigandi,  quibus  varia  rerum  Jstro- 
nomicarum  tpocivófjLsGa  circa  |  c  ceies  thim  cor  por  em  molus 
explorare  possumus.  Deinde,  |  Annotationes  in  Aris- 
TOTELIS  problema  Mechanicum  de  Mo  |  tu  INavigii 
ex- remis:  j  ilem  in  j  GeõRGII  PUEBACHII  planei  ar  cm 
theo  |  ricas  Annotationes,  quibus  multa  hactenus  petpe- 
ram  inlellecla,  ab\alijsq,  picelerila  exponunlur  |  eivs- 
dem,  de  |  Erralis  ORONTll  FlNCEI.  |  Liber  Ynus.  |  Pos- 
tremo, de  |  Crepvscvlis  lib.  I,  com  libei  lo  |  Allaeen 
de  causis  Crepusculorum.  |  Oure  quemadmodum 
mole  exígua  videntur,  ita  virtute  ingentia,  Lector 
candide,  intelliges.  |  (Mai que  (Pêditeur  Sebastien  Hen- 
ricpetrus:  Dans  une  ovale  une  main  lenant  un  mar- 
teau  qui  (tincele  sur  un  roc/ter).  Cum  Gratia  &  Pri- 
uil.  Cadarea  IMagist.  |  Basilea?,  |  per  Sebastianvm  | 
Henricpelri. 


í;  - 

tionalc  de  Milan  S.  X:  V.  £  (C.  XV.  g  314)],  do  la  société  provincialc 
tios  sciences  de  Utrecbt,  do  1'Univerflité  de  Pavia  (XXV,  D,  1G),  de  lÉcole 
de  navigation  de  Brême  (B.  6),  Bodleian  Library  dOxford  (C  7.  17.  Art), 

de  rUniversité  de  Graz  (11,  18872),  de  rUniversitó  de  Pise  (-^j-)i  de 
rUnivcroité  de  Berlin,  apostolique  vaticane  (N.  IX.  48),  royale  et  provin- 
cialc de  Hannover  (  ç_    ),  «Studienbibliothek»  de  Salzbourg  ÍI.34.  A-^—ji 

Palatino  de  Parme  (N.  2.  14242),  de  1'Université  de  Utrecht  (P.  foi.  60), 
d<>  Trinity  Coílege  de  Dublin  (L.  aa.  17.  N°2),  do  1  Tniversité  de  Glasgow 
fEa  7  —  y  9),  de  ia  ville  de  Frankfurt  a.  m.  íVar.  math.  5,  3)  et  dans  la 
Bibliotbèque  particulière  de  M.  F.  de  Paula  Àzekedo  (SamodÃes). 
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A  la  fin,  ilans  la  dernière  page  (p.  439),  on  lit : 

Basilese,  |  per  Sebastianvm  |  Ilenricpetri  |  Anuo  | 
CIOIOXCII,  |  Mensi  Seplembri. 

La  distribution  des  matières  est  faite  de  la  tnanière  suivante : 

Page  s 

Keriini   astronómica  rum   problemata   geométrica  1-12 

De  regulis  &  instrumenlis  ad  uarias  rerum  tam- 
meritimarum  quam  &  coelestium  apparentias 
deprehendendas,    ex   Mathematicis    disciplinis 

Libem 13-196 

In  theoricas  planeta  rum  Georgii  Purbachii  an- 

notationes  aliqvot 197-307 

De  erratis  Orontii  Fincei 311-372 

De  crepusculis  liber  unus 373-439 

(A  suivre.) 


ESSAI  D  UNE  THÉORIE  ANALYTIQUE 
DES  LIGNES  NON  EUCLIDIENNES 


PAR 


Geminiano  Pjrondini 

à  Kome 


(Suite) 

§32 

Dans  le  cylindre  ordinairc  les  seules  géodésiques  plans  sont 
les  seclions  droitcs;  dans  le  cone  au  conlraire  il  n'v  a  aucune 
géodésique  plane.  En  correspondance  a  ces  faits  géométriques 
connus  de  1'espaee  euelidien,  on  veni  chercher  s'il  y  a  des  hyper- 
cunes  non  euclidiens  aijant  une  gêodésique  plane  non  seclion  c/i  oite 
principale, 

LVquation  d'une  droite  en  coordonnées  géographiques  (?/,  ?■), 
lorsqu'elle  côupe  laxe  u  à  1'origine  des  dislances  sous  1'angle  e, 
esl  de  la  forme  (§  5 — I) 

tg  v=  tgs.sin  u. 

Celle-ci,  comparée  a  1'équation  généiale  (28),  donne 

f(u)  =  are.  ig  (tg  z.  sin  u) 

et  la  relation  (29)  revient  a  1'aulre: 

(3  I )  cos  W0  —  cot  k.  Igs.  sin  u. 

On  conelut  :  LlnjpercCne  (riemunnien)  cherchê  a  pour  seclion 
droite  principale  la  courbe  représenlie  (en  coordonêcs  rcnliales  R,  u) 


229 


par   Vêquaíion  (31);    et   la   section   droite   géodésique   s'obtient   en 
coupant  r/u/percône  par  le  piau  Z  =  /»;. 

Dans  1'espaee  lobatschewskien  ou  a  nu  résultat  analogue. 

§  33 

La  développable  euclidienne  a  cone  directeur  de  révolution 
(développable  osculatrice  d'une  hélice)  est  évidemment  rem- 
placée,  dans  les  espaces  non-euclidiens,  par  la  développable  dont 
1'arète  de  rebroussement  est  une  géodésique  d'un  hypercônè. 

Soit  II  le  piau  de  la  section  droite  principale  dun  hypercònc 
arbitrai re ,  V  un  plan  tangent  a  la  surface  et  /■  une  droite  quel- 
conque  de  ce  plan.  En  faisant  rouler,  sans  glissement,  le  plan  V 
sur  la  surfaee  de  1'hypcrcône,  la  droite  /■  va  toucher  cette  sur- 
face suecessivement  aux  points  A,  A',  A",  .  .  .  dont  le  lieu  est 
une  géodésique. 

Or  si  A\I,  A'M',  À."M",  ...  sont  des  positions  successives  de 
la  droite  mobile,  M,  M\  M",  ...  les  points  ou  elle  coupe  IT,  et 
AB,  A'B',  A"B",  ...  les  génératrices  de  contact  de  1'hypercòne, 
les  droites  BM,  B  M',  B''M",  .  .  .  sont  évidemment  des  tangentes 
successives  de  la  section  droite  principale.  Or  les  mouvements 
infiniments  petits  que  l'on  doit  donner  à  l'un  quelconque  des 
triangles  ABM,  AIVM',  \"B"M!/,  .  .  .  pour  passer  au  successif, 
peuvent  étre  consideres  comine  des  rotations  infiniment  petites 
autour  des  génératrices  successives  AB,  A'B',  A^B',  ...,  pen- 
dant  lesquelles  les  points  M,  M',  M",  .  .  .  décrivent  naturelle- 
ment  des  ares  circulaires  infiniment  petits  norinaux  aux  plans 
des  triangles  mobiles.  La  ligne  MWM.'1 ,  .  .  est  donc  une  trajec- 
toire  orthogonale  des  tangentes  MB,  M'B',  M"B",  ...  de  la 
section  droite  principale  de  1'hypercône. 

II  s'ensuit  que:  La  ligne  dHntersection  de  la  développable 
osculatrice  d* une  géodésique  d'un  hypercônè  quelconque  avec  le  plan 
de  la  section  droite  principale,  est  la  dêveloppante  de  cette  courbe, 
dont  P  origine  est  le  point  ou  la  géodésique  de  l'hu per  cone  coupe  le 
plan  de  la  section  droite  principale. 

Dans  Phypercône  de  révolution  la  seeiion  susdite  se  réduit 
naturellenient  à  une  dêveloppante  de  cercle. 

Ces  propriété  sont  de  simples  extensions  de  propriétés  eon- 
nues  de  Ja  développable  osculatrice  des  hélices  euclidiennes, 

§  34 

Dans  une  hélice  euclidienne,  inclinée  de  1'angle  i  sur  les  gé- 
nératrices  du  cylindre,  le  rayon  de  courbure  o  est  lié  au  rayou 


230 


de  courbure  p0  de  la  section  droite  par  la  relation 

Po 


P 


•  9  . 
sin- 1 


Pour  trouver  la  relation  analogue  dans  1'hélice  hyperconique, 
on  eonstruit  les  tangentes  /,  ('  aux  points  conséculifs  A,  B  de 

1'héliee  (droites  qui,  à  des  infiniment 
pelits  prés,  se  coupent  en  A),  la  géné- 
ratrice  g  de  l'hypercône  en  A,  et  l'on 
coupe  ensuite  le  trièdre  A  (/,  t\  g)  par 
une  sphère  trigonométrique  de  centre 
A.  On  obtient  ainsi  le  triangle  sphérique 
TT'G  dans  lequel  (§  13—11) 


G 

*^ 

^ 

A 

T 

t' 
t 


g 


sin  TGT        sin  TT'G 


Fig.  17 


sin  TT; 


sin  TG 


Mais,  commeTGT'  =  Dièdre  TAGT'  =  <%,  TT'  =  (tt,)  =  de, 
TG  =  T'G  =  ?,  dz0  et  de  étant  les  angles  de  eontingence  de  la 
section  droite  principale  et  de  1'hèlice,  la  relation  ci-dessus  (en 
négligeant  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur)  donne 


(32) 


de, 


de 


sin  i 


D'ailleurs  si  A0B0  =  ds0  et  AM  sont  les  ares  élémentaires  de 
la  section  droite  principale  L0  et  de  la  section  droite  de  Fhy- 
percòne  passant  par  A,  on  a  (fig.   16) 

.        4  _^        A  M        cos  v .  dsn 

ãS  =  x\B  =  — : r  = : r-^-, 

sin  i  sin  i 


d'oà  il  suit 
(33) 


ds0  = 


sin  i.ds 


cos  v 


Si  l'on  remarque  entin  que  pour  une  trajectoire  isogonale  dun 
système  d'ordonnées  orthogonale  à  une  droite  on  a  (§  59  —  I) 

v  —  (s  ~i~ c)  cos  ?» 
c  étant  une  constante,  les  équations  (32),  (33),  divisées  entre 
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ellcs  membre  à  membrc,  démontrent  que:  Le  rai/on  de  cour- 
ts ure  p  (Cune  hilice  hijperconi(jue  riemannienne  esí  lié  au  rayon  de 
courbure  p()  de  la  seclion  droite  principale  par  la  retaliou 


(34) 


to-h     tg  p°  * CQS  *  = t  g  p0  • cos  Kf  +  c) cos '] 


ow  i  es*  l' inclinais  o  n  constante  de  la  courbe  sur  les  génêralrices, 
I\ésuliat  analogue  dans  1'espace  lobatschewskien. 

§  35 

Considérons  d'abord  ane  ligue  plane  quelconque  L  rapportée 
à  un  syslème  de  coordonnées  géographiques  (w,  y),  cL  soient: 
A/  et  B^'  les  tangentes  aux  points 
conséeutifs  A  et  B,  í\l  leur  point  de 
rencontre,  A  A'  =  v  et  BB'  =  v  -f  dv  les 
perpendiculaires  sur  1'axe  OX,  AC 
í'arc  d'hypereycle  de  base  OX  com- 
pris  entre  AA'  et  BB'.  En  désignant 
par  i  et  dz  linclinaison  de  la  courbe 
sur  les  ordonnées  A  A',  BB',  ...  et 
1'angle  de  contingenee,  Pexcès  ou  le 
défaut  angulaire  (suivant  que  le  piau 
est  riemannien  ou  lobatschewskien) 
du    pentagône   AABBM   a    pour   valeur 


+ 


+  j  +  (*  - 1 )  4-  (t  +  di)  +  (*  -  </e)J  +  3ic  =  ±  (di  -  dz). 


Ces  expressions  donnent  aussi  Paire  du  pentagône,  que  l'on 
peut  évidemment  égaler  à  1'aire  du  quadrilátero  AA'BB\  leur 
diffcrence  étant  une  iníiniment  petit  d'ordre  supérieur. 

Or  comine  la  surface  de  ce  quadrilatère,  en  coordonnées 
géographiques  (?/,  v)  a  pour  valeur  (§  26 — I)  únv.du  ou 
shv.du,  on  obtient  pour  expression  de  1'angle  tle  contingenee 


(35) 


dz 


di  —  sin  v.  du 
di -j-  sh  u.du 


suivant  Ia  nature  du  plan.  Si  l'on  remarquer  enfin  (pie 


dr  AC  Sll)  i  .ds 

cos  i  =  —j-,     du  =  A  B  = =  - — 

ds  cos  v  cos  v 
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on  derive  des  rclalions  ^35): 


di  .     . 

cot  p  =  —j tg-  «• .  sin  i  = 


(36) 


V- 


dv\* 
~ds 


<hy   d 

ds  J       ds 


di 


V 


dv  \  2 


ds 


dv 
ds 


tçv 


/ 


dv" 
ds 


eoth  p  =  — —  4-  th  v .  sin  i  =  — 
ds 


d'2v 
~ds^ 


(36'; 


-[-(í)>- 


</*;\a 


c/r  \  "2     r/s 
^77/    "rf" 

fV'-(í)'l 

dv 
~ds~ 

vA-(í)" 


+  thri/l- 


Os  êquaiions  définissènl  le  rayon  de  courbure  d'une  ligne  plane 
non-euclidienne  en  coordonnées  (v,  s),  ainsi  que  le  rayon  de  cour- 
bure géodésique  d* une  ligne  Iracée  respeclivemenl  sur  un  hypercône 
riemannien  ou  lobatschewskien.  ,  » 

Pour  la  section  droite  principale  (2  =  —,  v  =  0j   la  courbure 

géodésique  s'annulle.   Cettc  ligue  est  donc  une  géodésique  de 
la  surfacc  (§  30). 

Pour  une  ligne  parallèle  a  la  section  droite  principale  U  =  — , 
\  \       2 

v  -    constante)    on    trouve  p  =  const.    Celle  parallèle   est  donc 

une  ligne  à  courbure  géodésique  constante  (§  31). 


§  36 

Reprcsenlalion  de  l 'hypercône  sur  /'espace  euclidien.  --  Lo  féeond 
príncipe  de  la  representai ion  dos  espaces  non-euclidiens  sur 
1'espaee  ordinaire  (§  1  I  -  II)  peut  être  utilisé  dans  1'étude  des 
ligues  hyperconiques.  Si  H  (ílg.  16)  esl  un  hypercône  de  section 
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droite  principale  L0,  contenant  une  li^ne  arbitraire  L,  on  sait 
(§  18  —  II)  que  Hmage  euclidicnne  de  H  est  un  cylindre  C 
dont  la  section  droite  A0  est  l'image  de  L0,  et  ce  cylindre  con- 
tient  la  ligne  A  image  de  L.  En  appelanl  R0  et  sQ  lc  ravon 
vecteur  et  Tare  de  L0,  p  et  a0  le  rayon  vecteur  et  1'arc  de  A0, 
v  et  r  la  troisième  coordonnée  géographique  et  cartésienne  des 
points  de  L,  v\  et  "C,  les  quantités  correspondantes  relatives  aux 
points  de  A,  on  a  les  relations  (§  38  —  I) 

(3?)  p(a)  =  tgR0(,0); 

(38)  ^  =  £=tgz, 

'o  W  ' 


i")         °^c+f^: 


(40)  ^c+fvTTw=V 

J  Vl  +  p *(°o) 

I.  La  ligne  hyperconique  L  soit  fixée  a  1'aide  de  deux  équa- 
tions  du  type 

(41)  B0  =  B0(í0),     ig»-X(*). 

dont  la  première  définit  (en  coordonnées  radiales  R,  sQ)  la 
section  droite  L0  de  1'hypercône,  et  la  deuxième  exprime  les 
hauteurs  v  des  points  de  L  sur  le  plan  z  =  0. 

En  éliminant  alors  la  variable  s0  entre  les  équations  (37), 
(39),  et  les  variables  z,  v,  s0  entre  les  équations  ('27),  (38),  (39) 
et  la  deuxième  (41),  on  arrive  naturellement  a  deux  relations 
de  la  forme 

(♦*)  ?=íW.  í=i,,k)> 

exprimant  p  et  £  par  des  fonction  connues  de  o().  Cela  équivant 
h  la  détermination  de  la  ligne  A,  image  euclidienne  de  L. 

II.  Supposons  maintenant  que  1'image  euclidienne  A  d'une 
certaine   ligne   hyperconique    L  (inconnuej  soit   défínie   par  les 

deux  équations  (42).  En  éliminant  la  variable  cr0  entre  les  équa- 
tions (37),  (40),  et  les  variables  £,  o0,  z  entre  les  équations  (27), 
(37),  (40)  et  la  deuxième  (42),  on  arrive  à  deux  relations  de  la 
forme  (4  1),  qui  définissent  la  ligne  hyperconique  L. 

Application .  —  En  supposant  que  la  ligne  euclidienne  A  soil 
une  hélice  décrile  sur  un  cylindre  circulaire  de  rayon  k  et  inclinée 
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de  1'angle  i{  sur  les  gênéralrices,  on  a 

P  =  ?  (°o)  =  *i     S  =  ^  (°b)  =  ao  • cot  «i- 

En  suivant  le  procede  que  l'on  vient  d'indiquer,  on  trouve 
d'abord  tgR0  =  £,  et  ensuite 


a0=  v7l  +  **.*„,     tg*  =  Ç  =  /í  +P.coVt.(*0  —  c), 
ce  qui  donne 

(4  3)  tg  v  —  (sQ  =  c)  cot  i i . 

Si  l'on  appelle  enfin  t  1'inclinaison  de  la  ligne  L  sur  les  géné- 
ratrices  de  1'hvpercône,  on  a  (fig.   16) 

.       BM  dv 

cot  i  = 


AM        cos  v  ,dsQ  ' 
c'est-a-dire,  en  vertu  de  la  rei  a  ti  on  (43): 
(44)  cot/  =  cos  v.  cot  2*1. 

On  en  conclut  (pie:  V hélice  circulaire  donnée  A  est  1'imagc 
de  la  ligne  riemannienne  L,  dont  la  construction  se  rêduit  a  une 
de  ces  opérations :  1.°  Plier  sur  1'hypercône  circulaire  de  rayon 
R0  =  aretg/;  le  plan  de  la  ligne  représentée  (en  coordonnées  géo- 
graphiques  sQ,  v)  par  léquation  (43),  en  faisant  en  sorte  que  Vajce  s0 
se  superpose  a  la  seclion  droite  prmcipale.  2.°  Dessiner  sur  la  sur- 
face  de  Vhifpercône  la  trajectoire  qui  coupe  les  gcnêratrices  recti- 
lignes  sous  tangle  i,  variable  suivant  la  loi  (44). 

Resultais  analogues  dans  1'espace  lobatsehewskien. 


CHAPITRE  III 

Lignes  décrites  sur  une  surface  de  révolution 
—  Lignes  sphériques 


S  37 

Lo.i odrornies.  —  On    sait    (§    17 — II)    (pie    quelle    que  soit    la 
*fonction    cp  (o),    de   la    variable    <o,    les    tquátions 

(1)  ;  =  tgp.cos-f  (o),     vj  =  tgp  sin  9  (o)),     ^  =  tg-  Q 
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dêfmissenl  une  ligne  décrile  sur  la  surface  de  révolution  tlont  le 
mêridien  est  la  courbe 


(2) 


=  lg?,     ^o  =  0^     £o  =  tS9- 


Cela  pose  soit  L  une  trajec- 
toire  sous  1'angle  coustant  i  des 
méridiens  (loxodromie),  consi- 
dérée  dans  sa  position  initiale, 
k  et  B  deux  points  consécutifs, 
m  et  m{  les  méridiens  corres- 
pondants,  AC  Pare  du  parallèle 
décrit  par  le  point  A  et  compris 
entre  m  et  m\,  AM  =  A  la  dis- 
tance  du  point  A  à  Taxe  OZ. 

En  appliquant  des  formules 
connues  (§§  2-23  —  I),  on  a: 


Fig.  19 


BC  = 


•rf^+í/y+^^o-Êo^o)* 


tf- 


1  +  ?o2  +  'Q 


»'2 


cos 


+ 


Q 


cos4fí 


+ 


cos2  p 


tgfí 


0/ 


cos 


;2Q 


lS? 


SI 


nA 


l+tg^p  +  ^Q 
^0  ^P 


•  i+V  +  V    •i  +  i&,p  +  i&sa 

et   conséquemment 


AC=sinMA.r/cp  = 


l£P 


V/l  +tg2p  +  tg2Q 


tgt. 


AC 
BC 


tgP  i/i+tg*p  +  tg*Q 


V   cos4 


+ 


02 


p      cos 
d'oii  il  suit  par  intégration 


M) 


_X !  s  O 

cos-p 


cos 


d<p 

•lsp] 


2  Q 


(3)      ?«cp0+tgi 


P' 


o' 


tgpv/l+tg2p  +  tg8Q 
cp0  étánt  une  constante  arbitraire. 


c/ío, 
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II  s'ensuit  que:  Sur  la  sur  face  riemannienne  de  revolution,  dont 
le  mu ridien  est  la  ligue  (2),  la  lo  rodromie  coupant  lei  mét idiens  ti 
Vangle  (consta  nt    i.  est  de  finte  par  les  équations  (I),  pourvu  que 
l'on  y  remplace  ç  par  fejpression  (3). 

Résultat  analogue  dans  l'espace  lobalschewskien. 

§  38 

En  voulant  determinei-  une  ligne  qui  dam  la  rotalion  aulour  de 
Faie  OZ  engendre  une  surface  dont  elle  est  une  loxodromie ,  il  esl 
convenable  d*employer  les  équalions  (5)  du  §  50  (11  Parlic  . 
exprimant  les  coordonnées  5,  rr  C  en  fonclion  cie  1'are.  Dans 
eette  hypotliése,  en  rappelant  la  formule  (§  2  —  II) 


smA  =  \/  , +«  +  ,*  +  !/ 


on  trouve  que:  La  distance  A  et  l'angle polaire  c»  sont  definis  par 
les  relalions 


i 


sin  A  =  sin  R.eos  T 


o 


=  «>n  + 


VI  — R'*_T'2.sin*R  r/x 

I  —  sin- R. sin- T    'sinR.c 


os  T' 


/>////   une  constante  arbitraire. 


Quant  a  1'inclinaison  í,  on  dédnit  de  la  figure 


\«  .    .     dm 

si»  >  =  -ttt  =  sin  A  •  — ;— 

ai;  f& 


c'est-à-dire,  en  vertu  des  relalions  (4),  (5): 


>in/=V 


|  _H-_sin-H.M- 
1  —  sina  l\ .  sin'  T 


1  relalion    dtflerenlielle   entre    la    constanle   í  et   les  fon- 

i  Lions  K,  *1*  de  l*arc  de  la  ligue,  peul  ètre  employée  pour  détcr- 
miner  mu-  de  ces  (bnctions.  Mais  cela  implique  une  integra  tion, 
que  l*on  ne  peul  pas  eflectuer  dans  le  cas  general.  Cependant 
si  dans  un  nas  particulier,  par  des  circonstances  favorables,  on 
réussil  ii  intégrer  1'équalion  differentielle  (6),  une  des  quanti 
H.  V  resulte  une  certaine  fonclion  de  1'autre.  qui  reste  tuut  a 
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fait  arbitraire.  Cela  revient  au  fond  à  la  détermination  de  la 
ligne  inconnue,  sous  la  condition  d'ètre  une  luxodromie  de  la 
surface. 

§39 

Rai/on  de  courbure  gêodêsique  (fune  loxodromie, —  En  rappor- 
i;mt  los  pofnts  d 'une  surface  de  révolution  aux  parallèles 
(tt  =  const.J  et  à  une  loxodromie  génératrice  de  forme  inva- 
riable  L,  considérée  dans  ses  posiiions  successives  (i/  =  const.), 
le  carré  de  I  élémcnt  linéaire  r/í2  de  lu  surface  a  la  forme  (2) 
déterminée  au  §   I . 

Or  si  les  paramètres  w,  v  sont  respeelivement  larc  de  la  lo- 
xodromie L  et  la  longitude,  il  est  évident  que  ds*  se  réduit  à 
du-  pour  v  =  constante,  et  à  sin-A.r/r-  [A(m)  élant  le  ravon  des 
parallèles]  pour  tf  =  constant.  Cela  exige  que  les  conditions. 

E  =  1 ,     G  =  sin2  A 

soient  vérifiées.  —  D'ailleurs  i  étant  Tinclinaison  constante  de  la 

loxodromie  sur  les  méridien,  on  a  a>  —  (uv)  =  — — í,  et  Téqua- 
tion  (4)  du  §   l   donne 

F  =  sin  A  (u).  sin  i. 

Le  carré  de  Télément  linéaire  de  la  surface  prend  ainsi  la 
forme : 

(7)  </*«  =  du*  _j_  2  sin  A  (u) .  sin  i.du  dv  +  sin2  A  (tf)  d&\ 

de  sorte  que,  eu  appliquant  la  formule  (IO)  du  §  3,  on  a  le 
théorème:  Le  rayon  de  couibure  geodésique  d' une  lo.i  odromie 
d' une  surface  de  révolution  riemannienne,  coupant  /es  meridiens 
sous  1'angle  i,  est  defini  par  la  re/ation 

(8)  cot  (^  =  —  tg  i  •  -----  log  sin  A  (tf), 

u  étant  /'are  de  la  loxodromie  et  A  (u)  le  rayon  des  pat  a/liles. 
L'équation  (8)  démontre  que  1'une  des  conditions 

A  =  const.,     cotf>5  =  0 

entraine  néeessairement  I  aulre.  On  peul  donc  énoncer  ces  deux 
propositions  (§  42): 

1."  Les  lo.t  odrotnies  d'an   canal  circulaire  sont  dei  géodériqueê 

de  la  surface. 
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2.°  Si  une  ligne  tracêe  sur  une  sur  face  de  révolulion  esl  a  la 
fois  une  loxodromie  et  tine  géodésique,  la  surface  esl  un  canal  cir- 
culai) e. 

Si  l'on  suppose 

(9)  cotp5  =  X(w), 

ou  X  est  uu  symbol  fonctionnel  connu,  la  relalion  (8)  donne 

d  log  sin  A  (u)  =  —  cot  i .  k  (u)  du, 

dOu  il  suit  par  intégration 

sin  A  (u)  =  c .  e~ cot  'Aí»)  d», 

c  étant  une  constante  arbitra  ire. 

Si  donc  on  elimine  u  entre  (10)  et  1'équation 


u  = 


cos  i 


exprimant  la  relalion  entre  les  ares  correspondants  ?/,  5  de  la 
loxodromie  et  du  méridien,  on  a  le  théorème:    Si  le  rayon  de 

courbure  géodésique  d1  une  loxodromie  d'une  sur  face  de  révolulion 
riemannienne  esl  liê  a  Vare  par  la  relalion  (9),  le  méridien  de  la 
sur  face  est  represente,  en  coordonnées  A?  s  (§  58  —  I),  par  Vêqua- 
iion  : 


(11)  sin  A  =  c.e 


__  c    p      sin  irJ         \C0S  1/ 


§40 


Trantformèe  plane.  —  En  ayant  recours  aux  équations  (4),  (5), 
i  6  )  du  §  38,  on  obtient  ce  résultat.  A  un  point  quelconque 
f/'i//i/:  fígne  L  tracêe  sur  une  surface  de  révolulion  riemannienne, 
li  rayon  A  du  para/Ide  et  Vinclinaison  i  de  la  courbe  sur  le  méri- 
dien sont  lies  a  Fangle  polaire  to  relalif  a  la  projection  L()  de  la 
ligne  L  sur  le  plan  Z  =  0,  par  la  relalion: 

(12)  (o  =  (o04-  /  Sm^  ds, 

v     J   sin  A 

s  élanf  tare  de  L  et  con  une  constante  arbilraire. 
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Or  si  l'on  appellc  A  et  li  deux  points  conséculifs  de  L,  A0 
et  Bn  les  points  corresponda!) ts  de  L0,  AC,  Tare  élémentaire  de 
la  trajecloire  orthogonale  des  génératrices  de  1'hypercône  pro- 
jetant  L  en  L0,  et  AM  la  perpendiculaire  abaisséc  du  point  A 
sur  laxe  OX,  on  a : 

OA0  =  R0,     MA  =  A, 
A  A0  =  v,     AMC  =  A^OR0  =  to, 


AR  =  ds  s=s  [/cosH.dsQ*  =  dv"2 , 
A0R0=  ds0  =  v/sinaR0.í/(os+í/R0a , 
et  conséquemment 


c/(o  = 


sin  R, 


Fig.  20 


Éliminons  r/co  entre  cette  équation  et  la  différentielle  de  (12), 
en  remarquant  au  surplus  que  le  quadrilatère  trirectangleMOA0A 

donne  la  relation  (§  3  —  I)  — -    p     =  cos  v.  Si  l'on  pose 


sin  R 


(13) 


R 


o 


o 

MV 


on  arrive,  après  quelques  calculs,  à  1'équation  diflerentielle 

dv 


(14) 


sin  i 


COS  V 


=   •cOS*l-X'2(50).í/í0, 


valable  pour  toute  ligne  d' une  surface  de  révolution. 

Dans  le  cas  d'une  loxodromie  i  est  constant,  et  1'équatiun  (14) 
donne  par  intégration 


(15)       siniJogtg    v  +  T)-e-r-/v/cos2f-X'2(So).^1 


c  étant  une  constante  arbilraire. 
En  supposant 


(IG) 


•  =  /'(V 


oíi  /"est  u n  symbole  fonclionnel  connu,   la  relation  (14)  donne 


*'  w  = 


y/cos-  i .  cos-  f(s0)  —  sin-  i .  I '-  (s{)) 


cos  f(s0) 


no 


d'oò  il  suit  par  intégration 

n  i      /VcOS22.COS"2/7sft)  —  sin22./>s(5ft)    , 

07)    r°=ctJ- £-?w —      °' 

c  étant  une  constante  arbitraire.    On  eonclut  d'iei  que:   Si  l'on 

l  projeclion  équaloriale  I 
donne  ai  bit rauemenl  d  a  rance  la    {  r        ,       ,  >    a  une 

\  Iransjormee  plane         \ 

lo  vodromie  d' une  mV  face  de  rírolulion  riemannienne  a   laide   de 

i(13)i  .        ,     l  radiales  Rn,  sn  )  l  trans- 

/  Kiuatwn  \/t   '],  en  cooraonnees        ,  ,  .  },  la   \ 

7  10^)1  I  geograpâiques  sQy\  )  (     /j/o- 

ieclion  équaloriale  j  ..  .  ,      l  #£0- 

17  >  r/e  c£//£  íf/o-«^  £$/  aefinie,  en  cooraonnees  {  ° 

forme e  plane  )  (    ?yz- 

ura  n/tique  Sn,   V  J  .        1(15)) 

c/tafa  R0,  50        |  r  '  (  (17)  j 

Hésultats  analogues  dans  l'espace  lobatschewskienne. 

§41 

l.itension  du  ihéorhne  de  Clairaut.  —  Considérons  d'abord 
une  géodésique  L  dun  cone  de  rotation  S,  et  soit  A  le  point 
<lc  la  courbe  le  plus  rapproché  du  somniet  O,  m  la  distance  OA, 
i  1'inclinaison  de  L  sur  les  génératrices  du  cone,  £  le  demi- 
angle  au  som  me  t,  et  BM  =  A  la  distance  entre  le  point  géné- 
rique  de  la  ligne  et  1'axe  OZ  du  cone.  En  supposant  1'espace 
riemannien,  le  triangle  rectangle  OMB  et  le  triangle  rectangle 
conique  OAB  donnent  les  relations 

sin  A  =  sin  BM  =  sin  OB .  sin  e,     sin  m  =  sin  OA  =  sin  OB .  sin  i, 

d'ou  il  suit  en  éliminant  sin  SB 

(18)  sin  A .  sin  i  =  sin  m .  sin  s  =  constante. 

Voulanl  envisager  le  cas  general,  remarquons  d'abord  que,  si 
1'on  suppose  i     O  dans  1  équation  (7),  la  formule 

ds-  =  du2  -j-  sin2  A  (u) .  de 

que  l'on  houve,  exprime  le  carré  de  Télément  linéaire  d'une 
sur  face  de  révolution  riemannienne  quelconque  S,  rapportée  au 
double  système  des  parallèles  (w-=const.)  et  des  méridiens 
{e  —  const.). 
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Cela  pose,  si  \\m  a  recpurs  à  1'équatio.n  (7)  du  §  2,  on  trouve 
pour  équation  diflêrenlielle  des  géodésiques 


ai  =  —  cos  A .  —=—  av. 
du 


Mais  1'équation  (14)  donne  par  diflérentiation 


sin  e 


C  1  9)  dv  =  í/(0  =  — : r-  •  í&, 

V        '  cif»  A 


sin 


et  d'ailleurs  les  ares  élémentaires  <&,  r/w  de  la  géodésique  et  du 

du 
méridien   sont   lies   entre   eux    par   Ia   relation   ds  = r.   On 

obtient  donc  pour  équation  de  la  géodésique 

cot  i.di  +  cot  A .  r/A  =  0, 

d'oú  il  suit  par  intégration 

(20)  sin  A .  sin  i  ■■=  k . 

Cette  équation  [ayant  même  forme  de  (18)]  et  Pautre  analogue 

(20')  shA.sin/=X: 

de  1'espace  lobatscliewskien,  expriment  le  théorème  suivant, 
que  l'on  peut  regarder  comme  la  naturelle  extension  du  théo- 
rème de  Clairaut  :   Toul  le  long  d' une  géodésique  d1  une  surface  de 

.  \  riemannienne        \         .  7     .        (  circulaire       \ 

rêvolution  j  ,  .        ,       7.  quelconque,  le  sinus 

(  lobatschewskienne  )  3  I  nijperbolique  ) 

du  rayon  du  par  alicie  et  le  sinus  de  Vinclinaison  de  la  géodésique 

sut  le  méridien,  sont  les  facleurs  d\m  produit  constant. 

§42 

Hélice  cVun  canal  circulaire.  —  Les  équations  (20),  (20')  dé- 
monlrent  que :  Si  une  ligue  gaúche  décrile  sur  une  surface  de  rê- 
volution est  a  la  fois  une  géodésique  et  uns  lojodromie:       ,  a^Q^m 

1.°  La  surface  est  un  canal  circulaire.  2.°  Joule  aulre   Io. 

sique      )     ,    .  .  (  lojodromie  \ 

1  }  de  la  sur  lace  est  aussí  une  \     ,         . 

dromie  )  {  géodésique    ) 

Vol  ix  —  N.°  4  i 
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Datis  coite  hypolliése  la  relation  (12)  se  réduil  a 


sin  i 

(21)  0)  =  -r— -•*. 


sin 


Mais  en  appelant  iei  o  Tare  de  1'hypercyole-méridien  corres- 
pondant  à  I  are  s  de  la  géodésique,  et  Z  sa  projection  sur 
l'axe  OZ,  on  a  la  relation  finie  (§  24  — I;  a  =  Z.cos  A  et  1'autre 

différentielle  ds  = :,  donnant  par  intégration 


COS  l 


s  = 


COS  l 


fpourvu  que  l'on  coniple  les  ares  s,  a  à  partir  du  nicme  point, 
(juc  Toii  supposera  au  surplus  sur  le  plan  eoordonné  Z  =  0,  ee 
(jui  ne  nuit  nullement  a  lo  généralité). 

On  trouve  ainsi  a  1'aide  de  la  relation  (21): 

(22) 

Les  égalités  (21),  (22)  démontrent  que:  Dans  une  gêodésique 
dun  canal  circulaire  Vangle  polaire  co  est  proporlionnel  a  Vare  de 
la  courbe,  a  Vare  de  Vhypercycle  mèridien,  ainsi  que  a  la  coordonnte  Z 
<les  points  suecessifs  de  la  ligne. 

1,'liéliee  d'un  canal  circulaire  (gêodésique  de  celte  suiTace) 
jouit  donc  des  mèmcs  propriétés  fondamentales  qui  caractérisent 
1'hélice  ordinaire. 

§43 

Equation  des  gêodêsiques.  —  En  ayant  recours  à  la  figure  19 
du  §  o7,  on  trouve 

/oox  .  AC  sinA.r/fl 

{IA)  sin  «  =  -——= — __—___-—— 

AB        v/^w2  +  siii2A.^2 

el  réquation  (20)  exprimant  le  théorème  de  Clairàut  revient  a 
1'autre : 

si n2  A. du 

•</tta  +  sinsA  dv*~    ' 
On  déduit  d'ici 


(24)  dv  =  ±k.  .    A      * 


lu 


sinA  i/sin2A-/^ 


nz 


l\>u  il  suii  par  intégration 


(25)  v  =  c±  í- 

J  si 


ilu 


in  A  >J  sin2  A  —  & 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Telle  est  1'équation  finie  dutic  géodésique  quelconque  d'une 
surface  de  révolution  riemannienne. 

En  eliminam  sin  A  entre  les  équations  (19),  (20),  on  trouve 

ds  =    . '  a  .  ,  c'est-a-dire  en  vertu  de  l'égalité  (23): 
ds  —  k .  dv  -f-  k 


sin2  A     dv  ' 
Mais  comine  la  relation  (24)  nous  donne 

— —  =  ±  —  sin  A  i/  sin2  A  —  £2, 
dv  k 

Péquation  ci-dessus  peut  ètre  mise  sous  la  forme 


srn  A 


d'ou  il  suit  par  integra tion 


(26)  s  =  k(vi-~vl)± r— du. 


wVsin2A-/í-2 


u, 


in  A 


Telle  est  V  expression  de  la  longueur  de  la  gêodêsique  d'une  sur- 
face de  révolution  riemannienne,  joignant  les  points  de  coordonnêes 
(ui,  Vj),  (U2,  va)« 

Résultats  analogues  dans  1'espace  lobatscbewskien. 

§  44 

Une  méthode  d'extension  de  formules.  —  Supposons  que  tout  le 
long  d'une  géodésique  quelconque  d'une  surface  de  révolution 
euclidienne  quelconque  Pare  í,   les  rayons   de   courbure   et   de 

_, .  .    d\\  dm 

lorsion  p  el  t,  le  rayon  II  du  parai lèle  et  ses  derivees  -y-,  —pf 
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par  rapport  à   1'arc,   soient  lies  par  une  relation  finie 
F  (j>,t,  f,  H,  —  ,-^j=0, 

dont  /rz  foi  me  est  absolumenl  indèpendanle  de  la  nalure  de  la  sur  face. 

On  peut  ici  remplacer  d'abord  les  rayons  p  et  x  par  les  rap- 

ds  ds  " 

ports  —f-  et  —j-  de  1'arc  élémentaire  de  la  ligue  à  1'angle  de 
r  dz         í/a 

contingencc  et  de  torsion.  Ensuile  le  théorème  de  Clairaut  ex- 
prime par  la  relation 

(28)  \\úni=k 

permet  de  remplacer  II  par  le   rapport  — — r.    En  ou  Ire,    si  A 

et  1»  sont  dcux  points  de  L  infiniments  rapprochés,  AM  et  RN 
les  perpendiculaires  abaissées  sur  Taxe  de  la  surface,  6  Pincli- 
naison  de  BN  sur  la  li^ne  L,  et  AD  la  perpendiculaire  à  BN,  le 
triangle  reelangle  infrniment  petit  ADB  donne  les  relations 

d\l  .        r/m        d   [d\\\        d  cos  6 


r     dm     d  (d\\\ 

=  C°S6'      -ds^=dj[-di) 


ds  ds*2        ds  \  ds  I  ds 

L'égalité  (27)  peut  donc  s'écrire  de  la  façon  suivanle 

,««*  ..   í  ds      ds  /,•  .     r/eos0\ 

(29  F     — ,  -y-,  i,  -r-:,  cos  6,  -  - —    =0, 

v  \  dz      r/a  sin  i  ds     / 

et  sous  cetle  forme  elle  est  valable  aussi  dans  les  espaces  non- 

euelidiens.    En  se  bornant  h  1'espace  riemannien,  les  resultais 

du  §  64  (II  Partie)  et  la  relation  (20)  du  §  4  1  nous  permettent 

.               .           .                  .   ,      ds      ds         /                     d  cos  6 
de   remplacer   les   quantites  — — ,  — r-,  — — r,  cos  0,  ; — ,  pa- 
r/3     r/a      sin  i                      as 

raissant- dans  1'égalhé  (29),  respectivement  par  les  autres  tgo, 

.     A      r/A      r/2A 

On  voit  ainsi  (pie:  Dans  V espace  riemannien  la  relation  (27)  est 
remplacte  par  lautre 

(30)  F  [tS?i  tgx,  *,  sinA,  — ,  — j  =0. 

Bésultat  analogue  dans  1'espace  lobatschewskien. 
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§  45 


Application.  — Une  courbe  euchdienne  quelconque  L  (#,  y,  *) 
d'arc  5  peut  ètre  définie  par  les  équations 

#  =  H.cos(J  —        ,,     -3-dty 

y  =  II.sin(    /  H   """^        /'      ~  =  ?^' 

oíi  H  et  cp  sont  des  fonclions  de  5. 

Or  si  L  est  une  fféodésique  d\ine  surface  de  révolution  vén- 

j  i 

fiant  la  relation  (28),  on  doit  avoir  x-£  -VL£  =  k>  c'est-a-dire 

j. 

et  les  équaliuns  (31)  reviennent  aux  aulres 


/    íds\                  .    /,/Vj\             fv/H^l-H'-)-^   /e 
*=H.cos(</£).    ^H.sin(^),    *=J  — Ug A. 


Or  comme  Ton  derive  d'ici 


en  appliquant  la  translbrmation  que  l'on  vient  d'exposer,  on 
trouve  que :  Le  rayon  de  courbme  d' une  géodésique  d'une  surface 
de  révolution  non  euchdienne  quelconque  est  defini  par  la  relation 

íW   cota     sin3A- *-*%/        ggÃrf    fl  (dans  Tespace  r.) 

,h»AvA"-*»   /      ;h«A-.g    ~  (dans  re  L) 

(32)  cotbp^--^        y  sll,A(I_A'-',-^  * 

k  eVan/  fo  constante  caractérisant  la  gèodêsique  dans  Véquation  de 
Çlairaut. 
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§46 

Dans  le  but  de  résoudre  ensuite  plusieurs  questions  interes- 
santes, allons  determinei'  les  cosinus  directeurs,  par  rapporl  aux 
ajces  coordonnés,  de  la  normale  a  un  hêlicoide  ou  a  une  surface  de 
récolution  de  1'espace  euclidien,  le  long  d'une  gênêratrice  quelconque 
de  ces  sur faces 

Si  lon  donnc  h  la  ligne  L  (x,  y,  z)  d'arc  s  un  niouvement 
helicoidal  de  paramètre  p  autour  de  Taxe  OZ,  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  surface  engendrée  S  sont  definis 
par  les  équations 

(33)      X  =  ^cosv  —  y  sin  v,     Y  =  x  sin  v -\- y  cos  v,     Z  =  z-\-pi\ 

v  étant  un  paramètre  independam  de  s.    Or  comme  l'on  derive 
dici: 

(-54)     -^— =  cTCOSí; — «  sin  r,      — —  =  #  'sin  v-f-y  cos  i-,     -——  =  £' 
v     '       os  os  —  os 

.,,,    ax  .  óy  az 

(o  5)      -tt-  =  —  ^smti  —  yeosi;,     -^—  =  0/^081; —  yseni-,     --— =p, 


_..„      ^  Sv       _.,      ,  — .,      6 


si  lon  appelle  A,  B,  C  les  angles  que  la  normale  h  1'hélicoide, 
à  un  point  quelconque  de  la  génératrice  L,  fait  avec  les  axes 
coordonnés,  on  a : 

/  cos  A 


\  (xz'  —  py')  cos  v  —  (yz'  -\-  px')  sin  v 

J  cos  B  cos  C 


(./ V  —  py')  sin  v  -j-  [yz1  -\-  px1)  cos  v  xx'  +  yy' 

d'uu  il  suit : 

_         (xz'  —  />//)  cos  i>  —  (yz'  -\-  pjc')  sin  r 

(37)         |  cos  B  -         {aZ'  ~  ^  S'n  ^  +  ^  +  ^  CQS  V 


cos  C  = 


{xx'  +  ///) 


/(**'  -  /"/)2  +  (?*'  +  p*'y2  +  («*  +  ////)f 
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§47 

Une  asympthotiquc  d'une  surface  est  caractérisée  par  la  pro- 
priété  que  ses  binormales  sont  des  normales  ;i  la  surface.  Or 
les  cosinus  direeteurs  de  la  tangente  à  la  génératriee  L,  consi 
dérée  dans  la  positioh  iniliale  (v  —  0),  et  de  la  tangente  aux 
hélices  de  1'hélicoide  engendre,  sont  proportionnels  aux  déri- 
vées  (34),  (35),  qui  reviennent  ici  aux  expressions: 

ax      ,     ôy      .az      .     ax  ay         az 

os  ds        J         os  Ov  J       ov  dv      ' 

D'ailleurs  comme  les  cosinus  direeteurs  de  la  binormale  d'une 
ligne  sont  proportionnels  aux  différences:  y'z" — z'yn%  z'x" — x'z\ 
x'yu —  yV,  ou  doit  avoir  pour  les  asymptotiques  de  1'hélicoíde 
considere: 

x>  (yy '  _  *y/)  +  y  (x  v'  -  x'z")  +  *'  (.///'  -  y  V)  =  0. 

_  y  (yv'  -  *yo  +  a?  («v-1  -  .*'*") + /?  (.>y  -  yV)  =  o. 

Mais  comme  la  première  condition  est  vérifiée  par  identilé, 

on  conclut  que:  Dans  ['espace  euclidien  les  asipnptholiques  d'un 
hélicolde  de  paramelre  p,  donl  taxe  coincide  avec  l 'axe  des  z,  sont 
définies  par  1'êqualion  différenlielle  du  deuxieme  ordre: 

f  dx  d^z        dz   d-.t\    ,        /  d  ii   d-z         dz    d-u 


ds    ds2         ds    ds2  J  \  ds    ds2         ds    ds 

(38) 

/ dx    d-//         d;/   d'1  r 
=  P  \d7~dsl~~^i~d?~ 

En  faisant   ici   un   changement  de   variable  independa  nu-   .» 
laide  des  formules  de  transformations 


d.r 

dx 

dl 

ds 

ds 

dt 


d-, 

ds         d ' 
dl          dl 

dh 

di- 

'    d$* 

m 

on  trouve  que  1'équation  différenlielle  (38)  garde  sa  forme,  quelle 
que  soit  la  variable  indépendanle. 
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Pour  plus  de  simplicité  nous  1'écrivons  ainsi 

(39)         («r»  +  yy')  z"  -  {xx'<  +  yy")  z>  =p  (.r'y"  -  V/), 

les  dérivations  se  rapportant  à  une  variuble  indépendante  quel- 
conque. 

On  passe  au  eas  d'une  surface  de  lévolution  en  supposant 

§48 

En  considérant  la  génératrice  L  h  1'instant  initial  du  mouve- 
ment  helicoidal  (i>  =  0),  les  relalions  (36)  reviennent  aux  autres 

cos  A  cosB  cos  C 


xz'  —  py'        yz'  -\-  px1  xx'  -\-  yy' ' 

D'ailleurs  si  K  est  le  cone  projetant  L  du  point  P  de  1'axe  OX 
situe  à  la  distance  OP  =  a  de  1'origine,  et  (Ai,  Bi,  Ci)  sont  les 
angles  qu'une  génératrice  quelconqwe  de  ce  xône  fait  avec  les 
axes  coordonnés,  on  a 

cos  Ai        cos  l>i        cos  Ci 

x  —  a  y  z 

II  s'ensuit  que  la  relation 

Ecos  A. cos  Ai  =  0, 

exprimant  la  condition  que  le  cone  K  est  tangent  \\  1'liélicoide 
le  long  de  la  ligne  L,  peul  ètre  mise  sous  la  forme 

(r'2  +  y'1  —  ai)  *'  —  [pcrf  +  yy')  *—p  C'//  —  dy  —  ay')  =  0. 

1)  ici  le  théorème:  Dans  un  hêlicolde  euclidien  de  paramètre  p, 
dvnt  l'(i  ri  coincide  avec  Va.re  des  /.,  la  ligue  d 'ombre  par  rapport 
a  un  faisceau  de  rayons  lumineux  issus  du  point  V  de  laje  OX 
situi  a  la  distame  a  de  1'origine,  est  definia  par  1'équation  diffé- 
renlielle  du  premier  ordret 

(  í  ()j        ' "  4  .'/-  —  «>')  dz  —  (.rdr-\-ydy)  z  —p  (jdy  —  ydx  —  ady)  =  0. 

Pour  ^9  =  0  on  a  1'équation  diííérentielle  des  ligues  cVombpe 
d' une  surface  de  révolution. 
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§  49 

Asijmnúiotiques. —  Soit  A  une  ligne  gaúche  euclidienne  rãp- 
porlée  a  un  système  d'axes  orthogonaux  ti  (Ç,  r(,  £),  et  jouis- 
sant  de  la  propriété  d'èlre  une  asympthotique  de  la  surface  S\ 
qu'elle  engendre  en  tournant  autour  de  laxe  íl^.  Dans  celle 
hypothèse  les  coordonnées  (Ç-,  yj,  £)  d'un  point  quelconque  de 
la  génératrice  A  vériíient  1'équation  diflerentielle  (§41) 

(4i)  (&> + ip,o  ci"  -  (K" + >)»)")  tf - ò, 

ou  la  variable  indépendante  est  quelconque. 

Si  l'on  appelle  t  une  telle  variable,  1'équation  (41)  après  denx 
intégrations  successives  donne 

(42)  C-Çj  +  eJV  íí+r;ri      .A, 

<?  et  £0  étant  des  constantes  arbilraires.  Cela  pose,  en  remar- 
quant  que  la  surface  euclidienne  St  peut  ètre  regardée  comme 
1'image  d'une  certaine  surface  de  révolution  non-euclidienne  S, 
et  qu'au  surplus  les  asympthotiques  A  de  Si  correspondeu!  aux 
asyniptholiques  L  de  S  (§  11 — II),  on  conclut  que:  Légua- 
lion  (40)  dans  laquelíe  les  variables  ç,  yj,  £  sojiI  les  tangentes  [cir- 
culaires  ou  hi/perboliques)  des  coordonmes  x,  y,  z,  et  c,  ^0  des  cons- 
tantes arbit raives,  définit  la  plus  générale  courbe  non-euclidicnnc  L 
qui,  dans  la  rolalion  autour  de  la.re  des  z,  engendre  une  surface 
de  révolution  sur  laquelíe  elle  est ,  dans  toutes  ses  positions  succes- 
sives, une  asipnpthotique. 

En  introduisant  les  coordonnées  cylindriques  (p,  a),  £),  on  ■ 
dans  le  cas  de  Tespace  riemannicn 

(43)  £  =  tgp.cosa),     rj  =  tgp.sina), 

et  en  vertu  de  la  rela  lion  (4  2) 

(44)  Ç=VHA  .(tgpyrfoí-Ço+c/-*  íSvrfa>- 

Les  équations  (4  3),  (44)  defini sseni  la  ligue  L. 

On  a  des  formules  analogues  dans  1'espace  lobatschewskien. 
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§  50 

Le  méridien  de  la  surface  de  révolution  riemannienne  S, 
eontenu  dans  le  plan  y  =  0,  peut  ètre  defini  par  des  équations 
de  la  forme 

(45)  So  =  tgp,     íé--*^. 

ou  p  et  fí  sont  des  fonctions  connues  d'un  paramètre  /.  Ov 
comine  les  équations 

(46)  £  =  tgp.coscp,     rç  =  tgp.sin<p,     £  =  tg  Q 

definissem  une  ligne  tracée  sur  la  surface  S  quelle  que  soit  la 
fonction  <p  (§  17  — II),  pour  faire  en  sorte  que  L  soit  une  asym- 
pthotipue  de  S,  il  suífit  de  déterminer  la  fonction  cp  de  façon, 
que  1'équation  caractéristique  (41)  soit  vérifiée. 

En  opérant  de  la  sorte,  on  obtient  une  équations  qui,  résolue 
par  rapport  à  <p'  et  multipliée  par  dt,  donne  par  intégralicn : 


T-To+r  /(W''(tg9.y-(tgPy(tgQ}'',f 


tgp  (tgfi)' 

(47) 


J  V  ^'  s*n  p cos  p  cos  p eos ~ 

cp0  étant  une  constante  arbitraire. 

II  s'ensuit  que :  Sur  la  surface  de  révolution  engendrée  par  le 
méridien  (4  b),  l'un  des  sijstèmes  d '  as  ymptho  tiques  s' obtient  en  fai- 
sant  tourner  aulour  de  laxe  des  z  la  courbe  définie  par  les  équa- 
tions (40),  cp  étant  la  fonction  de  t  représentée  par  une  des  rela- 
lions  (47), 

La  détennination  des  asympthotiques  d'une  surface  de  révo- 
lution est  ainsi  ramcnée  aux  quadratures. 

Resultais  analogues  dans  1'espace  lobatschewskien. 

§  51 

Lignes  d'o?nbre.  —  Si  la  courbe  A  du  §  49  (considerée  dans  la 
position  iniiiale)  est  la  ligne  d'ombre  de  la  surface  engendrêe  Si, 
par  rapport  au  faisceau  de  rayons  lumineux  issus  du  point  V 
de  Taxe  12 q  d'abscisse  a,  les  coordonnées  ç,  tj,  £  vérifient  1'équa- 
tion différentielle 

( í  8)  (p  + 1,«  -  «Ç)  <  - (Ç  <£  + 1]  A|)  £  =  0, 
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d 'ou  il  suit  par  intégration 


J  S2+>)2-^ 


(49)  Zt  =  c.e 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Or  comme  Ia  représenlation  des  espaces  non-euelidiens  sur 
1'espace  ordinaire  conserve  les  ligues  d'ombre  des  surfaces 
(§  11 — II),  on  peut  ici  faire  mèmes  considera tions  que  lon 
vient  de  faire  pour  les  asymptliotiques.  En  remarquant  alors 
que  a  la  distance  a  sur  Taxe  Qç  correspond  la  distance  m  sur 
1'axe  OX  telle  que 

Ítg  m 
th  m 

suivant  la  nature  de  1'espace,  on  a  le  théorème:  L" iquation  (4  9) 
dans  laquelle  les  variables  ç,  yj,  £  sont  les  tangentes  (circulairet  ou 
hyperboliques)  des  coordonnêes  cai  lêsiennes  x,  y,  z  et  c  une  cons- 
tante arbitraire,  définit  la  plus  gênérale  courbe  noneuclidienne  L 
qui,  dans  la  rolation  autour  de  1'axe  des  z,  engendre  une  sur  face 
de  révolution  dont  elle,  considérce  dans  la  position  initiale  (v  =  0), 
est  la  ligne  do?nbre  par  rapport  au  faisceau  de  raijons  lumineu.i 
issus  du  point  de  laxe  Ox  dont  1'abscisse  m  a  Vune  des  ejpres- 
sions  (50). 

Si  dans  1'espace  riemannien  on  emploie  les  coordonnêes  cy- 
lindriques  (p,  o>,  £),  Péqnation  (4  9)  est  remplaeé  par  1'autre 

f P'.d(tí  í   (igPK-^t) 

(61)  C  =  c.g-/(,eP-flco8cu)cos'p=í,íJtgp-acos<i^ 

§  52 

Si  la  surface  est  donnée  a  priori,  on  peut  remplacer  z,  rr  Z 
par  les  expressions  (4G),  et  l'équation  (48)  revienl  à  l'autre: 

sinpcosp.í)'  —  sinâcosQ.p'      tgpOgQ)'  -tgO.(tgP)' 
(52)    cot.f- ~gífS -^ ■ 

On  a  donc  ce  résultat:  Dans  la  surface  de  révolution  rieman- 
nienne  engendrêe  par  le  miridien  (43)  et  illuminée  par  un  faisceau 

de  rai/ons  lumineu.r  issus  du  point  P  de  Vajce  Ox  dont  Vabscisse  \\\ 
est  dèfinie  par  la  relation  (50),  la  ligne  (fombre  est  representa  par 
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les  équations: 

=.      tg  p  (sin  p  cos  p .  9J  —  sin  Q  cos  Q .  p') 
a .  cos"2  p .  9J 

(53)     ^         tg  p  y/flã  cos4  p.Q'á_  (sin  p  cos  p .  Q'  —  sin  Q  cos  Q .  p')2 
1  «cos2p.fí/ 

La  détermination  des  lignes  d'ombre  d' une  surface  de  révo- 
lution  n'exige  donc  aucune  intégration. 

Résultats  analogues  dans  1'espace  lobatscliewskien. 

§  53 

Applications. —  1.°  Les  équations  (44),  (5Í)  démontrent  que: 

l  tff  % 

Si  les  coordonnêes  £=  j    ,       relalives  atix  poinis  d\me  asymptho- 

lique  ou  d' une  ligne  d ' ombre  d' une  surface  non^uclidienne  de  révo- 
lulion  autour  de  La. te  des  z,  sont  altérées  dans  un  rapport  constant 
quelconque ,  la  ligne  que  Von  oblient  est  une  asi/mpthotique,  ou  une 
ligne  d  ombre,  d'une  autre  surface  de  rêvolulion. 

2.°  Une  ligne  d'ombre  d'une  surface  de  révolution  se  com- 
pose  dWdinaire  dune  couple  de  courbes  symétriques  par  rap- 
port au  plan  du  méridien  passant  au  point  lumineu  (méridieji 
principal),  et  qui  reviennent  à  une  courbe  simple  indivisible, 
seulement  lorsque  est  symélríque  par  rapport  au  plan  du  mé 
ridien  principale  (y  =  0). 

Si  cette  ligne  d'ombre  simple  est  en  outre  plane,  son  plan 
devant  ètre  perpendiculaire  au  plan  coordonné  >/  =  0,  est  re- 
presente par  une  équation  de  la  forme  Ç>  =  m~-\-n,  ou  m  et  n 
sont  des  constantes.  Celle-ci,  en  vertu  des  relations  (4  6)  donne 

tg  12  —  n 
cos  ©  =  —  — , 

ih  Aíi  o 

de  sorte  que  si  l'on  elimine  cos-;  entre  cette  équation  et  (52), 
on  trouve  ['équation  diflerentielle 

;  ,       dtsQ  a         k         ,  d  tg  Q, 

tg  p.rf  tg  p  -  lg*  P .  -*     _  _      lg  Q  _  n)  _s    , 

([ue  l'on  réduit  linéaire,  et  conséquemment  intégrable,  en  po- 
sant  tg2p  =  2t. 
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En  opérant  de  la  sorte,  on  trouve  pour  intégrale  l'équation 


2  a 


&     k      '  Hl  VI 


(ou  c  est  une  constante  arbitraire)  qui  définil  une  çonique  du 
pjan  yj^Q  ayant  une  axe  sur  l'axe  cies  £  et  douée  ou  depounrue 
de  centre,  suivant  que  c^O,  ou  e=0. 

Or  comine  dans  les  espaces  lobstschewskièn  et  euclidien  sub 
siste  une  propriélé  analogue,  on  a  le  ihéorème  general :  Les  sur- 
faces  de  révolulion  (euclidiennes  ou  non)  qui,  illuminées  Dar  un 
faisceau  de  rayons  lumineux  issus  d'un  point  fixe  (non  placê  sur 
1'axe),  ont  une  ligne  d'ombre  simple  el  plane,  sont  necessaii  ement 
des  sur  faces  du  deuxieme  ordre. 

Cet  énoncé  constitue  Pextension  la  plus  générale  d'un  théo- 
rème  bien  connu  de  M.  De  La  Gournekie,  relalif  aux  lignes 
d'ombre  des  surfaces  de  révolulion  (euclidiennes)  dans  le  cas 
des  rayons  lumineux  parallèles  (*). 

3.°  La  ligne  a"ombre  soit   conslituce  de  deux  pai  lies,    cltacune 
desquelles  se  projetle  sur  le  plan  z=0  suivant 
Vellipse  lieu  du  sommel  d'un  angle  droil  donl 
les  côtês  lournent  aulour  de  deux  points  fixes 
(1' origine  et  le  point  A  de  1'axe  OY). 

Soit  GA  =  7i.  En  supposant  que  1'axe  po- 
laire  coincide  avec  1'axe  OX  et  dans  1'lrypo- 
thése  de  1'espace  riemannien,  1'équation  po- 
laire  de  la  projection  de  moitié  de  la  ligne 
d'ombre  est 


Pig.  21 


tis-  n 


(54)  tgp  =  tgn.sma), 
de  sorte  que  l'équalion  (51)  revient  à  1'autre 

(55)  £  =  c  [e~ B<0  (lg n .  sin  ta  —  a  cos  o))'8 "]a,+  l?  n. 

En  éliminant  enfin  o>  entre  (54),  (55),  on  trouve  la  relation 

C$T=  h  (Ç  -  a  i/l-pcot*»)1! ■ . e-  ■  ™ »in  5 cot  .), 
ou  k  designe  une  constante  arbitraire. 


(i)  Journal  de  VÉcole  Polytechnique. 
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Telle  est  Vèqualion  (en  eoordonnées  5  =  tg  p,  £  =  tgQ)  í/w  mg- 
ridien  de  la  surface  de  révolution  cherchce. 

Si  la  ligne  cTombre  est  formée  d'une  seule  partie,  les  équa- 
tions  (54),  (55)  sont  remplacées  par  les  autres 

ten 


tg  p  =  tg  n .  cos  to,     £  =  c  (cos  to)ls  »  —  «, 
et  le  mé ridien  de  la  surface  se  réduit  a  la  parabole  générique 

tgn 
£  =  £.  £*"-«. 

Cette  courbe   est   algébrique  seulement   quand   est  un 

nombre  rationnel,  et  se  réduit  à  une  parabole  du  deuxiènie 
ordre  quand  1'exposant  de  q,  est  2  ou  bien  — . 

Résultats  analogues  dans  Tespace  lobatschewskien. 

—  V 

(A  suivre.) 
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